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Prélogo

El libro esta dirigido a alumnos y profesores de los niveles primaria y secundaria, asi co-
mo a cualquier interesado en acercarse a las matematicas a través de la resolucién de
problemas, usando el razonamiento matematico. Los problemas que aqui se presentan
formaron parte de diferentes etapas eliminatorias de los primeros cuatro anos en los
gue Veracruz fue parte de la Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion
Basica (OMMEB).

La OMMEB considera la participacién de estudiantes de educacién basica, desde
cuarto grado de primaria hasta segundo de secundaria, divididos en tres niveles: 1
(cuarto y quinto de primaria), 2 (sexto de primaria y primero de secundaria) y 3 (segun-
do de secundaria). Al ser un certamen con apenas seis ediciones, se tiene el reto de
proporcionar a los interesados material adecuado para prepararse en este tipo de con-
cursos y, ademas, ofrecer nuevas perspectivas de la ensefianza de las matematicas,
con lo que se promueve un intercambio de experiencias.

El libro consta de cinco capitulos y cada uno contiene problemas de un tema es-
pecifico (pero no exclusivo), a su vez, se divide en secciones para los tres niveles de
participacion en la OMMEB. Al inicio de cada capitulo o tema, se presenta una sec-
cién con los principales resultados, definiciones y conceptos necesarios para resolver
o entender la solucién de las preguntas que se presentan, al final del mismo se pueden
encontrar las soluciones a los ejercicios.

Con la finalidad de identificar los problemas se les ha asignado una notacién como
la siguiente: 4. OMMEB-Ver, N3, E2, P5; lo anterior significa que dicho ejercicio co-
rresponde la 4. OMMEB en el estado de Veracruz, del Nivel 3, del Examen selectivo 2,
Problema 5. En el caso de los problemas correspondientes a la 2. OMMEB se omite el
numero de examen y el nivel, puesto que se utilizé un solo examen selectivo para todos
los niveles.

El capitulo 1 contiene ejercicios que, en mayor parte, estan relacionados con la
geometria, el capitulo 2 aquellos concernientes a la aritmética. Los capitulos 3 y 4 co-
rresponden, respectivamente, a los temas de algebra y conteo, mientras que el capitu-
lo 5 contiene ejercicios vinculados con légica. Se incluyen en la parte final del libro las
referencias bibliograficas utilizadas a lo largo del mismo.

Los autores esperamos que el contenido de este libro sea de utilidad para los do-
centes veracruzanos y todos aquellos estudiantes interesados en desarrollar sus habi-
lidades de razonamiento matematico.

Xalapa-Enriquez, Ver., mayo de 2023.
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Introduccion

La Real Academia Espafiola (2006) define matematica en los siguientes términos: “Co-
mo la ciencia deductiva que estudia las propiedades de los entes abstractos, como
numeros, figuras geométricas o simbolos, y sus relaciones”. Desde pequefos sole-
mos escuchar que su aprendizaje es “dificil”, incluso “imposible”, por lo tanto no es de
sorprenderse que los estudiantes, a temprana edad, muestren antipatia y temor por
los cursos de matematicas, impactando en los resultados de aprovechamiento de esta
ciencia.

En el afo 2000 la Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econdémicos
(OCDE) puso en marcha el Programa para la Evaluacion Internacional de Alumnos (PI-
SA, por sus siglas en inglés), el cual consiste en examenes mundiales realizados cada
tres anos, cuya finalidad es la valoracién internacional de estudiantes en edad prome-
dio de 15 afos, correspondiente a alumnos que se encuentran al final de la educacién
obligatoria. En PISA 2018, los estudiantes mexicanos obtuvieron un puntaje bajo res-
pecto del promedio OCDE en lectura, matematicas y ciencias, ya que solo el 1% de
ellos alcanz6 un desempefio dentro de los niveles de competencia mas altos (nivel 5 o
6) de al menos un area de las tres referidas, mientras el 35 % no logré un nivel minimo
de competencia (nivel 2) en tales tres areas (OECD, 2022).

En lo relativo al area de matematicas, alrededor del 44 % de los estudiantes en Méxi-
co alcanzé el nivel 2 o superior. Esto significa que los estudiantes pueden interpretar
y reconocer, sin instrucciones directas, cdmo se puede representar matematicamente
una situacion (simple), por ejemplo, comparar la distancia total de dos rutas alternativas
o convertir los precios en una moneda diferente.

Dichos porcentajes confirman que “el conocimiento de reglas, algoritmos, férmulas
y definiciones sélo es importante en la medida en que los alumnos lo puedan usar
habilmente para solucionar problemas y que lo puedan reconstruir en caso de olvido”
(SEP, 2011, p. 76); esto es, se debe procurar desarrollar el pensamiento matematico, el
cual se refiere a la capacidad de usar las matematicas como herramienta para resolver
distintas situaciones o problemas reales y conlleva a los alumnos a experimentar y
percatarse de su utilidad. De esta manera, de acuerdo con el Plan de estudio para la
educacion preescolar, primaria y secundaria 2022, se daria solucion a

una de las criticas que histéricamente se ha hecho al proceso de forma-
cién de la educacion preescolar, primaria y secundaria es el “encapsu-
lamiento del aprendizaje” que delimita el conocimiento en un contenido
descriptivo, clasificatorio y, por tanto, que no puede llevarse a la vida
concreta de las nifas, nifos y adolescentes. (SEP, 2022, p. 26)
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Visto desde su operacién, el aprendizaje debe proponer ideas generativas en lugar de
conocimientos enciclopédicos sobre los hechos desde la intencién formativa de ir de
lo abstracto a lo concreto (SEP, 2022). En este sentido, la Nueva Escuela Mexicana
considera que, desde el 3. grado de primaria, las matematicas deben ensenarse a
partir de desafios matematicos. Precisamente, en la introduccién del texto de 3.°" grado
puede resaltarse:

¢ Por qué tu libro se llama “Desafios matematicos™? Porque en él hay
actividades en las que, ademas de divertirte, buscaras estrategias que te
ayuden a ganar, cuando se trata de juegos, o0 a responder las preguntas
que se hacen. Al realizar las actividades desarrollaras habilidades, al
mismo tiempo que aprendes matematicas. (Rosales Avalos et al., 2019b,

p.7)
Mientras que en los libros de 4.° a 6.° grados se lee:

Es importante que aproveches lo que te ofrecen estos desafios: construir
procedimientos y estrategias para resolverlos; aprender a tomar decisio-
nes sobre cual es el mejor camino a seguir; escuchar la opinién de los
demas; retomar aquello que enriquece tus puntos de vista y la manera
en que resuelves los problemas. (Rosales Avalos et al., 2019a, p. 8)

Buscar estrategias, desarrollar habilidades, construir procedimientos, tomar decisiones
y trabajar en equipo son algunos de los fines que se persiguen en las olimpiadas de
matematicas para educacion basica.

OMMEB

Para fomentar, desarrollar y evaluar las habilidades del pensamiento antes menciona-
das, se han creado concursos de matematicas para jovenes estudiantes, ya con una
larga tradicion en varios paises del mundo. Por ejemplo, en Francia los concursos ge-
nerales se realizan desde el siglo XVIIl y en Hungria las competencias E6tvos desde
1894.

En México, la primera Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM) se realizd en
1987, organizada por la Sociedad Matematica Mexicana, teniendo entre sus fines:

m Compartir objetivos de la Olimpiada Internacional.

= Detectar alumnos con habilidades en las matematicas, para estimularlas y poten-
ciarlas.

m Fomentar el estudio de las matematicas.

= Establecer un ambito de encuentro para docentes, donde sea posible intercambiar
experiencias sobre la ensefianza de esta disciplina.

= Promover el mejoramiento de la ensenanza de las matematicas proporcionando
a maestros y alumnos nuevas perspectivas.



En la busqueda para alcanzar estos fines y conscientes de que el gusto o rechazo
por las matematicas, la creatividad y la argumentacién son parte de los conocimientos,
habilidades y actitudes desarrolladas durante la educacién basica, en 2017, la OMM
organizé la primera Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica
(OMMEB) en los niveles de primaria y secundaria.

Dicha olimpiada considera tres categorias de participacion: Nivel 1 (4.° y 5.° de pri-
maria), Nivel 2 (6.° de primaria y 1.° de secundaria) y Nivel 3 (2.° de secundaria). Cada
estado puede participar con un equipo por nivel, y cada equipo debe estar integrado
por un maximo de cuatro personas: un lider, y tres estudiantes participantes.

El estado de Veracruz ha participado en los ultimos cinco concursos nacionales
de la OMMEB. Su primera intervencion la realizé con una delegacion integrada por
estudiantes que asistian al curso-taller Mateclub, organizado este por la Facultad de
Matematicas de la Universidad Veracruzana; para su segunda participacién, en 2019 y
hasta la fecha, las delegaciones han sido conformadas a través de un proceso selectivo
dictado por convocatoria. Los resultados obtenidos en el concurso nacional han sido los
siguientes:

Mérida, Yuc., 2018
= Nivel 1. Una mencién honorifica.
= Nivel 2. Una mencién honorifica.

= Nivel 3. Una mencién honorifica y dos medallas de bronce.

Oaxtepec, Mor., 2019
= Nivel 1. Una mencién honorifica.
= Nivel 2. Dos menciones honorificas.

= Nivel 3. Una mencién honorifica y dos medallas de bronce.

Virtual, 2020
= Nivel 1. Una mencién honorifica y una medalla de bronce.
= Nivel 2. Una medalla de Bronce.

= Nivel 3. Una mencién honorifica y una medalla de oro.

Virtual, 2021
= Nivel 1. Una mencién honorifica, una medalla de bronce y una medalla de plata.
= Nivel 2. Una mencién honorifica y dos medallas de bronce.

= Nivel 3. Una mencién honorifica y dos medallas de plata.



Virtual, 2022
= Nivel 1. Una medalla de bronce, una medalla de plata y una medalla de oro.
= Nivel 2. Dos medallas de bronce y una medalla de plata.

= Nivel 3. Dos menciones honorificas y una medalla de plata.

Debe destacarse que los dos ultimos afnos, cada uno de los integrantes de la delega-
cién obtuvo un reconocimiento en el concurso nacional y que el nUmero de medallas
aumento respecto a anos anteriores. Mas aun, se tiene el registro de que varios estu-
diantes participantes en los niveles 2 y 3 de la OMMEB 2021 actualmente concursan en
la Olimpiada Mexicana de Matematicas, organizada para estudiantes preuniversitarios,
con lo que queda manifiesto que la OMMEB esta cumpliendo con fomentar el interés
por las matematicas.




Capitulo 1

Geometria

1.1. Definiciones y resultados basicos

En esta seccion presentaremos en forma sintética las definiciones y propiedades basi-
cas de geometria que utilizaremos para resolver los problemas relacionados con este
tema. Si se desea estudiar en forma mas extensa estos temas se puede encontrar mas
informacion en Gomez Ortega et al. (2019), Bulajich Manfrino y Gomez Ortega (2002),
Pogorelov (1998) y Wentworth y Smith (2000).

1.1.1. Angulos

Definicion 1. Un angulo es la abertura formada por dos semirrectas que se unen
en un mismo punto al cual llamaremos vértice.

o/

AL

A P

Si el vértice del angulo es A y los puntos Py Q pertenecen a las distintas semirrectas
que lo determinan, es comun denotar al angulo x de la figura de las siguientes formas:

x=4A=4LPAQ = LQAP.

Cualquiera de ella es valida y las utilizaremos en forma indistinta dependiendo del con-
texto. También es frecuente utilizar letras griegas para nombrar a los angulos.

Definicion 2. Si dos angulos x y z estan subtendidos por una recta a la cual per-
tenece su vértice comun, diremos que son adyacentes. Ademas, como ellos suman
180° diremos que son suplementarios y que cada uno es el suplemento del otro. De
esta manera dos angulos x y z son suplementarios si y solo si z + z = 180°.
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Observemos que si una pareja de angulos suplementarios son iguales, entonces nece-
sariamente tienen que medir 90°; en este caso diremos que cada uno de ellos es un
angulo recto. Cuando una recta corta a otra formando angulos rectos decimos que las
rectas son perpendiculares.

Supongamos que tenemos dos rectas que se cortan entre si, el punto de inter-
seccion sera un vértice comun a cuatro angulos. Para tal caso tenemos la siguiente
clasificaciéon para los angulos en cuanto a la posicion que ocupan con respecto al punto
de interseccion de las rectas.

Opuestos por
el vértice RIS
w,T
w,y T,y
:L‘, z y7 z
2, W

Propiedades de angulos entre rectas

En todo sistema de dos rectas distintas que se cortan, tenemos que:
1. Los angulos adyacentes son suplementarios.

2. Los angulos opuestos por el vértice son iguales.

\. J

En un sistema de dos rectas cortadas por una secante o transversal podemos clasificar
los angulos de acuerdo a la posicion que ocupan con respecto a los sistemas adyacen-
tes.

| Correspondientes |

INIEQEEY Colaterales \

u, w u, r

’ ’ Internos
V,T v, W

S S,z

Y ’ Externos
i,z Ly




1. 1. Definiciones y resultados basicos

En particular, cuando el sistema esta constituido por dos rectas paralelas distintas cor-
tadas por una secante, se tiene que:

1. Los angulos correspondientes son iguales.
2. Los angulos alternos (internos y externos) son iguales.
3. Los angulos colaterales (internos y externos) son suplementarios.

En otras palabras, en un sistema de dos rectas paralelas cortadas por una secante
tendremos, a lo mas, dos angulos diferentes, distribuidos como en la figura.

K
}Lg/

Cuando la secante es perpendicular a las rectas paralelas, todos los dngulos son igua-
les a 90°.

Sera importante y Util tomar en cuenta que la implicacion inversa también es valida,
es decir, que cuando ocurre alguna de las igualdades entre las parejas de angulos
mencionadas, entonces las rectas seran paralelas.

Estas propiedades se pueden utilizar para verificar el siguiente par de relaciones
para angulos en triangulos.

Ejemplos

1. Probar que la suma de los tres angulos interiores de cualquier triangulo es
igual a 180°.

Consideremos que en un triangulo A ABC, los angulos interiores x, y y z son
los correspondientes a los vértices A, B y C, respectivamente. Tracemos una
recta paralela al segmento BC' que pase por A, y consideremos v y w los
angulos con vértice en A como en la figura.
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Por estar subtendidos por una recta tenemos que
v+x+w=180°

Ademas, por ser angulos alternos internos, tenemos v = y y w = z. Sustitu-
yendo estos valores en la primera relacién se garantiza la afirmacién.

2. Probar que en todo triangulo, cada angulo exterior es igual a la suma de los
dos interiores que no le son adyacentes, es decir los que le son opuestos.

Para probar esta afirmacién, consideremos un triangulo A ABC, con angulos
interiores x, y y z como antes. Sea w el angulo exterior en el vértice B, como
en la figura.

C

Por lo anterior, x 4+ y + z = 180°. Como y y w son suplementarios, es decir
y + w = 180°, entonces
w=x+=z.

1.1. 2. Triangulos

Existen algunas lineas y puntos en los triangulos que se llaman lineas y puntos distin-
guidos, pues aparece con frecuencia y poseen cualidades especiales, una de ellas es
que son concurrentes, es decir que se cortan en un solo punto.

Una mediana en un triangulo es un segmento trazado del punto medio de un lado
al vértice opuesto. Al punto de interseccién G de las tres medianas de un triangulo
ANABC le llamaremos gravicentro. Este punto también es conocido como centroide,
baricentro o centro de gravedad.

A




1. 1. Definiciones y resultados basicos

Una altura en un tridngulo es el segmento determinado por un vértice y el pie de este
en el lado opuesto. El punto H en donde concurren las tres alturas de un triangulo
AABC le llamaremos ortocentro.

A

B C

La bisectriz de un angulo es la recta que lo divide en dos angulos iguales. En particular,
una bisectriz en un triangulo es una linea que sale de un vértice y divide al angulo
interior en dos partes iguales. Al punto I en donde concurren las tres bisectrices de un
triangulo A ABC le llamaremos incentro, que es el centro de la circunferencia tangente
interiormente a cada uno de los lados de AABC, dicha circunferencia se llama el
incirculo de AABC'y el radio de dicha circunferencia se llama el inradio.

N

LN\ N

B C

A

La mediatriz de un segmento es la recta que pasa por el punto medio y es perpendi-
cular a dicho segmento. En particular una mediatriz en un triangulo es una linea que
pasa por el punto medio de un lado y es perpendicular a él. El punto O en donde se
intersecan las mediatrices de un triangulo A ABC' le llamaremos circuncentro, que es
el centro de la circunferencia que pasa por los tres vértices de AABC, dicha circunfe-
rencia se llama el circuncirculo de AABC'y el radio de dicha circunferencia se llama
el circunradio.

A
0
|
Existen algunas propiedades que poseen estas lineas distinguidas, las cuales son Utiles
para reolver algunos ejercicios, entre ellas destacan las siguientes:

11
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1. Cualquier pareja de medianas en un triangulo se cortan en un tercio de la longitud
total de cada una.

2. La bisectriz de un angulo es el conjunto de todos los puntos del plano que equi-
distan de cada lado del angulo.

3. La mediatriz de un segmento es el conjunto de todos los puntos del plano que
equidistan de los extremos del segmento.

El area de un triangulo AABC esta determinada por las medidas de su base y altura

base - altura BC -h

(AABC) = 5 ;

B C B c

Observemos que para triangulos diferentes, no importa cuanto midan los otros lados,
mientras la base y la altura permanezcan iguales, las areas seran las mismas.

Relaciones entre areas de dos triangulos

1. Si dos tridngulos tienen un par de bases iguales, entonces la razén entre
sus areas es igual a la razén entre las alturas correspondientes.

2. Sidos triangulos tienen un par de alturas iguales, entonces la razén entre
sus areas es igual a la razén entre las bases correspondientes.

\

Teorema 1 (de Pitagoras). En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa
es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Si para un triangulo AABC se cumple que BC? = AB? + AC?, entonces tal
triangulo es rectangulo. En particular el &ngulo en A es recto.

1.1.3. Teorema de Tales
Un resultado que nos habla de proporcionalidad entre segmentos es el siguiente.

Teorema 2 (de Tales en rectas paralelas). Si tres o mas paralelas son cortadas por
cualesquiera dos transversales, entonces los respectivos segmentos que las paralelas
determinan en estas Ultimas rectas son proporcionales.



1. 1. Definiciones y resultados basicos

Este teorema nos garantiza que si consideramos tres rectas paralelas y suponemos
gue dos tranversales cortan a las primeras en los puntos A, B, C'y D, E, F respectiva-
mente, entonces se deben cumplir las siguientes relaciones de proporcionalidad entre
los segmentos formados en las transversales:

AB _DE AC _ DF AC _ DF
BC EF BC EF Y AB T DE

Debemos notar que si se cumplen las relaciones anteriores, también deben ser validas
las igualdades entre sus inversos multiplicativos:

BC EF BC FEF AB DE

AB - DE’ AC DF Y AC T DF
Es importante sefalar que en el Teorema de Tales no se pide ninguna condicién so-
bre las rectas transversales, éstas podrian incluso ser paralelas o cortarse. Un caso

particular importante es cuando las transversales se cortan sobre una de las paralelas,
obteniendo el siguiente resultado.

Teorema 3 (de Tales en tridngulos). Si una recta paralela a uno de los lados de un
triangulo corta a los otros lados, entonces los segmentos formados en estos Ultimos
son proporcionales

Lo que nos dice este resultado es que para un triangulo cualquiera AABC,siDy E
son puntos en AB y AC respectivamente, tales que DFE es paralelo a BC, entonces

AD _AE AD _AE . AB _AC
AB -~ AC’ DB EC ¥ DB EC
Ademas de las relaciones anteriores tambien se cumplen las igualdades entre sus in-
versos multiplicativos.

A

El resultado inverso también es cierto, es decir, si una recta corta a dos lados de un
triangulo formando segmentos proporcionales, entonces dicha recta es paralela al ter-
cer lado.

13
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1. 1. 4. Semejanza de triangulos

Definicion 3. Dos triangulos AABC y ADEF son semejantes si y solo si los
angulos correspondientes son iguales y los lados correspondientes son proporcionales,
es decir, si cumplen las siguientes relaciones
AB  BC AC
DE EF DF’

Para indicar que los triangulos AABC' y ADEF son semejantes lo haremos de la
siguiente manera

LA =4D, AB=AE, A£C=A4F

AABC ~ ADEF.

F
A 1 e

H
b E

Es importante notar que, para obtener las razones de semejanza adecuadas debemos
expresar los cocientes con los lados correspondientes, dicho orden entre los vértices
lo podemos obtener a partir de los angulos correspondientes. En el caso de los dos
primeros triangulos el orden que siguen los vértices va en el sentido contrario a las
manecillas del reloj, mientras que en el tercero se hace a la inversa. Esto lo podemos
expresar de la forma AABC ~ ADEF ~ AGHI. Si nosotros identificamos previa-
mente el orden correspondiente de los vértices, podemos obtener las proporciones en
forma inmediata.

r

Criterios de semejanza

Para que AABC sea semejante a ADFEF es suficiente que se cumpla alguna
de las tres condiciones siguientes:

AA. Dos angulos iguales, por ejemplo
LA=4KDy B = KFE.

LAL. Dos parejas de lados proporcionales e igual el angulo comprendido entre

ellos, por ejemplo
AB  AC

DE  DF

LLL. Las tres parejas de lados proporcionales
AB BC AC
DE ~ EF DF’

y LA = 4D.




1. 1. Definiciones y resultados basicos

De esta manera, cada una de las condiciones AA, LAL o LLL implica todas las relacio-
nes que tenemos en la definicion 3.

Las relaciones que aparecen en los siguientes ejemplos se pueden obtener utilizan-
do los criterios de semejanza. Vale la pena recordarlas pues apareceran en la solucién
de algunos problemas.

Ejemplos

1. Probar que el segmento que une los puntos medios de cualesquiera dos lados
de un triangulo arbitrario mide la mitad del tercer lado y es paralelo a dicho
lado.

Para verificar que se cumple esta afirmacién consideremos los puntos medios
Dy FE de los lados AB y AC, respectivamente, de un tridngulo arbitrario
NABC .

A

AN
AN

B C

Como £LBAC = £{DAFEy 42 = 1 = 4L 'entonces por el criterio de seme-
janza LAL, tenemos que AABC ~ AADEFE, con razén de semejanza igual a

DE AD 1

BC ~ AB 2

lo cual implica que DE = %BC. Ademas, los angulos correspondientes son
iguales, en particular tenemos que

LAED = LACB.

Como dichos angulos son correspondientes en el sistema de rectas DE'y BC
cortadas por la secante AC, entonces DE y BC son paralelos.

2. Probar que el triangulo medial, formado por los puntos medios de los lados de
cualquier triangulo, es siempre semejante a este y su area es una cuarta parte
del area del triangulo original.

Sean D, E, F los puntos medios de los lados BC, AC'y AB, respectivamen-
te, de un triangulo cualquiera AABC.

15



AN

Por la proposicion anterior, aplicada a cada uno de los lados de AABC, tene-
mos que EF = £ BC, DE = }ABy DF = AC. Por lo tanto,

DE DF EF 1
BC AC AB 2
Por el criterio de semejanza de LLL concluimos que AABC ~ ADEF.
Andlogamente, para los otros tres triangulos formados tenemos que

NAFE ~ ANFBD ~ ANEDC ~ ADEF.

Podemos concluir que los triangulos pequenos tienen areas iguales a un cuar-
to del area del triangulo original AABC'"

(AADE) = (ADBF) = (AEFC) = (AFED) — %(AABC).

Es relevante sefnalar un caso particular de semejanza, cuando la razon es igual a 1. En
este caso obtenemos triangulos cuyos lados y angulos interiores son iguales.

Definicion 4. Dos triangulos AABC y ADFEF son congruentes o iguales si y
solo si tanto sus lados como sus angulos correspondientes son iguales, es decir
LA =KD, AB =DEFE,
4B =AF, BC = EF,
ALC = AF, AC = DF.

Para indicar que los triangulos AABC' y ADEF son congruentes lo haremos de la

siguiente manera
ANABC ~ ADEF.

Fooq
4 ~ — G

16



1. 1. Definiciones y resultados basicos

Los criterios para decidir que dos triangulos son congruentes son heredados de los
criterios de semejanza, considerando ademas que la razén de semejanza es igual a 1.
Podemos expresar estos criterios como sigue.

.

Criterios de congruencia

Para que AABC ~ ADEF es suficiente que se cumpla alguna de las siguien-
tes tres condiciones:

ALA. Dos angulos iguales e igual la pareja de lados comprendidos entre los
angulos, por ejemplo

{A=4D,AB=DEy«B = <E.

LAL. Dos parejas de lados iguales e igual el angulo comprendido entre ellos,
por ejemplo
AB=DE,LA= 4Dy AC = DF.
LLL. Las tres parejas de lados iguales

AB =DE,BC = EFy AC = DF.

De esta manera, al igual que con los criterios de semejanza, cada una de las condicio-
nes ALA, LAL o LLL implica todas las relaciones que tenemos en la definicién 4.

Ejemplo

Probar que si un triangulo es isdsceles, es decir que tiene dos de sus lados iguales,
entonces tiene dos angulos iguales, los angulos opuestos a dichos lados.

Consideremos un tridngulo AABC tal que AB = AC. Sea D en B(C tal que
AD es la bisectriz del &ngulo interior del vértice A.

A

B C

Como el lado AD es compartido entre los triangulos AABD y AAC D, podemos
utilizar el criterio de congruencia LAL para asegurar que

ANABD ~ ANACD.

17
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De donde podemos deducir que

£LABD = £LACD.

Observemos que, al resolver el ejercicio anterior, obtuvimos los triangulos congruentes
NABD ~ NACD, lo cual implica que D es punto medio de BC, ademas de que
AD y BC son perpendiculares. Como consecuencia de lo anterior podemos asegurar
que en cualquier triangulo isésceles hay una linea que es simultdneamente: bisectriz,
mediana, altura y mediatriz, correspondiente al lado que se encuentra entre los lados
iguales.

Ademas de lo anterior, podemos asegurar que un triangulo equilatero, el cual tiene
todos sus lados iguales, también tiene todos sus angulos interiores iguales a 60°.

1.1.5. Paralelogramos

Definicion 5. Un paralelogramo es un cuadrilatero en el que cada lado es paralelo
a su opuesto.

A D

Propiedades de paralelogramos

1. Los lados opuestos son iguales.
2. Los angulos interiores opuestos son iguales.
3. Los angulos interiores consecutivos son suplementarios.

4. Las diagonales se cortan en su punto medio.
Inversamente, si un cuadrilatero cualquiera satisface alguna de las propiedades ante-
riores entonces sera un paralelogramo.

Ejemplo

Probar el Teorema de Varignon, el cual establece que los puntos medios de los lados
de un cuadrilatero determinan un paralelogramo; ademas, su perimetro es igual a la
suma de las longitudes de las diagonales y su area es igual a la mitad del area del
cuadrilatero original, respectivamente.



1. 1. Definiciones y resultados basicos

Sea ABC'D un cuadrilatero y sean E, F, G y H los puntos medios de los lados
AD, AB, BC'y CD, respectivamente.

B G C

Por las hipétesis establecidas, FH, AC'y F'G son paralelos, al igual que F'E, BD
y GH; ademas

EH = %AC:FG,
EF = %BD:GH.

De esta manera, afirmamos que EFGH es un paralelogramo. Por las igualdades
anteriores podemos obtener el perimetro del paralelogramo EF'GG H sustituyendo la
longitud de sus lados

1 1 1 1
EF+FG+GH+EH:§BD+§AC+§BD+§AC:AC’+BD.

Finalmente, es posible calcular el area del paralelogramo al restar del area del cua-
drilatero ABDC el area de los triangulos ANAFE, ABGF, ACHG y ADEH,
esto es

(EFGH) = (ABCD) — (AAFE) — (ABGF) — (ACHG) — (ADEH)

(ABCA) — - (ACDB)

— (ABCD) — % (AABD) - i

1
4
1
2 (ADAC)
1
= (ABCD) — 1 {2(ABCD)}
1
3 (ABCD).
1.1.6. Circunferencias
En las circunferenicas podemos distinguir algunas lineas particulares, estas son:

m El radio, es un segmento que va del centro a un punto sobre la circunferencia.
Todos los radios tienen la misma magnitud.
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= Una cuerda es un segmento que une dos puntos sobre la circunferencia. Las por-
ciones de circunferencia determinadas por los extremos de la cuerda se llamaran
arcos, cada cuerda determinara dos arcos.

= El diametro, es la cuerda de magnitud méas grande, por lo que sera cualquiera
que pase por el centro de la circunferencia y, por lo tanto, su magnitud sera el
doble de la del radio. En este caso los arcos determinados seran iguales a la
mitad de la circunferencia.

= Una secante, es la recta que se obtiene al extender cualquier cuerda, por lo que
sera una recta que corte a la circunferencia en dos puntos.

= Una tangente, es una recta que toca a la circunferencia en un solo punto. Esta
recta sera perpendicular al radio que une el punto de tangencia con el centro de
la circunferencia.

Como un angulo se forma cuando dos rectas se cortan, entonces tendremos diferentes
tipos de angulos, de acuerdo a las lineas en la circunferencia que los generen.

Un angulo central es el formado por dos radios en una circunferencia. Por lo tanto,
dados dos puntos A y B en una circunferencia, el &ngulo central £ AOB es el que tiene
su vértice en el centro O de la circunferencia y sus lados son los radios OAy OB.

La medida el angulo central estara determinado por el arco correspondiente, que se
encuentra entre los lados del angulo

LAOB —=AB .
B

A

Un angulo inscrito es el formado por dos cuerdas que tienen un extremo en comun.
Por lo tanto dados tres puntos A, B y P en una circunferencia, el angulo inscrito £ AP B
es el angulo que tiene su vértice P en la circunferencia y sus lados PA y PB son
secantes.

Todo angulo inscrito mide la mitad del arco que abraza

LAPB = % AB.
N\
e 0



1. 1. Definiciones y resultados basicos

Propiedades de angulos inscritos

1. Todo angulo inscrito en una semicircunferencia, subtendido por el diame-

tro, es recto.
P
/0-\ (‘2
A Z —§ B
0]

2. Dos angulos inscritos en una misma circunferencia y que abrazan una mis-
ma cuerda, son iguales si sus vértices estan del mismo lado de la cuerda;
y son suplementarios si sus vértices estan en lados opuestos respecto de
la cuerda.

R

_—

P Q

J

\.

Un angulo semi-inscrito esta formado por una cuerda y una tangente que se interse-

can en el punto de tangencia. De esta manera, un angulo semi-inscrito es aquel que

tiene su vértice en la circunferencia, uno de sus lados es tangente y el otro secante.
La medida del angulo semi-inscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre

sus lados
{APB — % PB.

B

P

Un angulo exterior es el formado por dos rectas secantes, o por una secante y una tan-
gente, o por dos tangentes que se intersecan en un punto exterior a una circunferencia
y que cortan a la circunferencia en 4, 3 o 2 puntos, respectivamente.

21



Todo angulo exterior a una circunferencia mide la semi-diferencia de los arcos com-
prendidos entre sus lados. En caso de estar formado por dos secantes tenemos

ADPB — % (DAB _ AE*) .

Cuando la secante C'D se conviente en tangente, entonces C' = D = T'; mientras que
si la secante AB se convierte en tangente, entonces A = B = S. En todos los casos
al arco mayor se le resta el arco menor.
B
/ S

b
A ﬂ 4 =
p <ﬂ P <Q P
>
D\ T
Un angulo interior en una circunferencia es el formado por dos cuerdas de la circun-

ferencia que se cortan en un punto interior.
Un angulo interior en una circunferencia mide la semi-suma de las medidas de los

arcos comprendidos por sus lados y por sus prolongaciones.

T

LDPB — % (pB + AC).

B

)

r

N7

Medida de arcos entre rectas paralelas

b

Si dos rectas paralelas intersecan a una circunferencia, entonces los arcos de-
terminados entre ellas son iguales.

J

Definicion 6. Diremos que un cuadrilatero es ciclico si todos sus vértices se en-
cuentran en una misma circunferencia.

A partir del comportamiento de los angulos delimitados por sus lados y diagonales,
hay dos formas de determinar cuando los vértices de un cuadrilatero estan en una
misma circunferencia. Para esto se utiliza lo que conocemos de angulos inscritos.

22



1.2. Problemas de geometria, nivel 1

El cuadrilatero ABC'D es ciclico, si ocurre alguna de las siguientes condiciones:

= Desde dos vértices consecutivos se ve el lado puesto bajo angulos iguales

LCAD = £CBD.
D
A
B
C
= Desde dos vértices opuestos se ve la diagonal, determinada por los otros dos
vértices, bajo angulos suplementarios

£BAD + £DCB = 180°.

1.2. Problemas de geometria, nivel 1

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N1, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 1, del Examen selectivo 2,
Problema 3. En el caso de los problemas correspondientes a la 2. OMMEB se omite el
numero de examen y el nivel, puesto que se utilizé solo un examen selectivo para todos
los niveles.
El nivel 1 en la OMMEB refiere a cuarto y quinto grados de primaria.

1. 2. 1. Preguntas de opcion multiple

Problema 1.1. (3. OMMEB-Ver., N1, E1, P2). Un rectangulo se sombre6 en las cin-
co distintas maneras que se muestran. ;En cual de las figuras el area sombreada es
mayor?
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(a) (v) (c)
(d) (¢)

Problema 1.2. (3. OMMEB-Ver., N1, E1, P3). Un triangulo equilatero se divide en
triangulos equilateros mas pequenos como se muestra. Si el triangulo sombreado mide
1 cm de lado, ¢ cual es el perimetro del triangulo original?

1cm

Problema 1.3. (4. OMMEB-Ver., N1, E1, P4). Si ABC'D es un cuadrado y el angulo
£ PED mide 60°, ;cuanto mide el angulo L FPC'?

(@) 15 cm
(b) 17 cm
(c) 18 cm
(d) 20 cm
(e) 21 cm

D c
F
60°
P
A B



1.2. Problemas de geometria, nivel 1

Problema 1.4. (3. OMMEB-Ver., N1, E2, P1). Considerando que, en la cuadricula
formada, los lados de cada cuadrito miden 1 cm, ¢cual es el area de la estrella ninja
formada?

A4
A 9V
A 1N\

Problema 1.5. (4. OMMEB-Ver., N1, E2, P1). En la siguiente figura el triangulo mas
grande es equilatero y tiene area igual a 1. Si los tridngulos mas pequefios se for-
maron uniendo los puntos medios del triangulo correspondiente, ¢cuénto vale el area
sombreada?

9
16
11
16
41
(c) 61
51
64

(e) Ninguna de las anteriores
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Problema 1.6. (5. OMMEB-Ver., N1, E2, P3). El area del cuadrado més grande de la
figura es 16 cm?, mientras que el area de cada uno de los cuatro cuadrados pequefios
en las esquinas del grande es 1 cm?. ;Cudl es el area de la regién sombreada?

A4
1v

(a) 3 cm?
(b) I cm?
(©) ¥ cm?

(d) 6 cm?

(e) Ninguna de las anteriores

Problema 1.7. (4. OMMEB-Ver., N1, E3, P3). En la siguiente imagen se muestra un
triangulo rectangulo isosceles el cual tiene inscrito tres sectores circulares que tienen
su centro en los vértices del triangulo; ademas los sectores se tocan en los puntos
medios de cada cateto. Si el area del sector naranja es igual a 27, encuentra el valor
del area azul que queda al quitar al area del triangulo el area de los sectores circulares.

Al ™

&

(a) 32 — 67

(b) 512 — 8
(c) 32— 87
(d) 16 — 87
(

e) Ninguno de los anteriores

1. 2. 2. Preguntas abiertas

Problema 1.8. (2. OMMEB-Ver., P1). Las longitudes de los lados de un triangulo son 6,
10 y 11. Se dibuja un triangulo equilatero que tiene el mismo perimetro que el triangulo
anterior, s cuanto mide cada lado del triangulo equilatero?



1.2. Problemas de geometria, nivel 1

Problema 1.9. (2. OMMEB-Ver., P3). Marisol tiene 9 rectangulos iguales, con los que
forma el rectangulo mas grande que se muestra en la figura. Si el lado mayor de cada
uno de los rectangulos pequefnos mide 10 cm, ¢,cuél es el perimetro del rectangulo mas
grande?

Problema 1.10. (2. OMMEB-Ver., P7). El diagrama muestra un rectangulo y una linea
paralela a la base, en la que se han elegido dos puntos A y B, como se muestra en la
figura. La suma de las areas de los triangulos sombreados es 10 cm?. ;,Cudl es el area

del rectangulo?
A

Problema 1.11. (2. OMMEB-Ver., . El cuadrado ABC'D tiene lados de longitud
3 cm. Los puntos M y N estan sobre AD y AB, respectivamente, de forma que C'IV
y C'M dividen al cuadrado en tres regiones de la misma area. ;Cual es la longitud de

NB?
D C
X
N 5 |

N

Problema 1.12. (2. OMMEB-Ver., P11). El diagrama muestra un rectangulo de dimen-
siones 7 x 11 que contiene dos circulos. Cada uno de los circulos toca al rectangulo en
tres de sus lados. ¢ Cual es la distancia entre los centros de los circulos?

D
NN
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Problema 1.13. (5. OMMEB-Ver., N1, E1, P5). En la figura tenemos un cuadrado
ABCD de lado 4. Si los puntos F'y GG en la diagonal AC cumplen que 4AF = AC'y
FG = GC, ¢cuanto vale el area del cuadrilatero BGD F'?

A D

B C
Problema 1.14. (5. OMMEB-Ver., N1, E2, P4). Un juego tiene muchas fichas igua-
les en forma de triangulo rectangulo. Si Eréndira junta cinco de esas fichas haciendo
coincidir los angulos agudos de mayor medida, forma una estrella, como se muestra en
la figura. También, si junta cierto nimero de piezas, pero haciendo coincidir el angulo

agudo menor (en lugar del mayor), logra formar otra estrella. ; Cuantas piezas usa para
formar esa nueva estrella?

Problema 1.15. (3. OMMEB-Ver., N1, E3, P4). Ulises dibuja el cuadrilatero ABC'D
como en la figura, de tal manera que el angulo interior en el vértice C' mide 80° y el
angulo interior en el vértice D mide 130°. Si las bisectrices de los angulos interiores
en los vértices A y B se cortan en P, determina el valor del angulo Y marcado en la
figura.

B C

Problema 1.16. (5. OMMEB-Ver., N1, E3, P6). En la siguiente figura el perimetro del
cuadrado grande es igual a 32 cm, el cuadrado chico fue trazado de tal forma que cada
uno de sus lados dista 2 cm de los lados correspondientes del cuadrado grande, tanto
en los lados horizontales como en los verticales. Si el perimetro del cuadrado chico
es igual a la altura h del triangulo rectangulo y el triangulo tiene la misma area que el
cuadrado grande, ¢cual es el valor de la base z del triangulo?



1.2. Problemas de geometria, nivel 1

X

Problema 1.17. (3. OMMEB-Ver., N1, E4, P2). Si cortamos un rectangulo por la mitad
y ponemos una pieza encima de la otra obtenemos un cuadrado cuya area es 144 cm?,
¢cudl es el perimetro del rectangulo con el que empezamos?

Problema 1.18. (3. OMMEB-Ver., N1, E4, P4). En la figura se muestran dos hexago-
nos regulares. Los lados del hexagono grande miden el doble que los del hexagono
pequefo. El hexagono pequefio tiene un area de 4 cm?, ;cuél es el area del hexagono

grande?

Problema 1.19. (4. OMMEB-Ver., N1, E4, P1). En la figura, ABC D es un cuadrado
y ADEC es un tridngulo equilatero. Si F' es un punto sobre BC, tal que EB = EF,

¢cuanto vale LCEF?
Sl
\l F
D C

Problema 1.20. (4. OMMEB-Ver., N1, E4, P6). En la siguiente figura se muestran dos
cuartos de circunferencia unidos por uno de sus lados rectos como se muestra en la
figura. Si AB =3 cmy C'D = 4 cm, ¢cuanto vale el &rea sombreada?
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A@ A<'B>

C D

Problema 1.21. (5. OMMEB-Ver., N1, E4, P3). Dos circulos de radio 5 son tangentes
exteriormente entre si y tangentes internamente a un circulo de radio 13 en los puntos
Ay B, como en la figura. Considerando que podemos expresar a AB de la forma
AB = % en donde m y n son enteros positivos y primos relativos, encuentra el valor
de m + n.

A B

1.3. Problemas de geometria, nivel 2

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N2, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 2, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 2 en la OMMEB refiere a sexto grado de primaria y primer afio de secundaria.

1. 3.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 1.22. (3. OMMEB-Ver., N2, E1, P5). En el diagrama muestra un cuadrado
ABCD con P,y R los puntos medios de los lados DA, BC'y CD, respectivamente.
¢ Qué fraccion del cuadrado ABC'D esta sombreada?

D R C
P Q
A B
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Problema 1.23. (4. OMMEB-Ver., N2, E1, P2). En la figura, ABC'D es un cuadrado,
la medida del angulo L EBA es 20° y EC = BC. ;Cudl es la medida del angulo
£LCFD?

A D
E
&,

B C
(a) 40°
(b) 80°
(c) 85°
(d) 90°
(

Problema 1.24. (4. OMMEB-Ver., N2, E1, P4). Sean B y D dos puntos en la circunfe-
rencia de centro en Ay radio igual a 1. Si el cuadrilatero ABC'D es un cuadrado, ¢ cual
es el valor del area de la flecha sombreada?

C B
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(d) ¥2

(e) Ninguno de los anteriores
Problema 1.25. (4. OMMEB-Ver., N2, E1, P5). En el paralelogramo ABCD de la

figura /'y F' son puntos en los lados CD y BC, respectivamente. Expresa el valor del
area e en términos de las areas a, b, c y d, marcadas en la figura.

D E C

Problema 1.26. (5. OMMEB-Ver., N2, E1, P2). Considera el hexagono regular con
vértices en los puntos A, B, C, D, E'y F tal que sus lados miden 4, con centro en el
punto O. Sea ( la interseccién de la prolongacion del lado AF con la prolongacion del
lado E D, ¢cuél es el valor del area del cuadrilatero AGEQO?

() 3v3
(b) 6v/3
(c) 12v/3
(@) %2
(e) Ninguno de los anteriores

Problema 1.27. (4. OMMEB-Ver., N2, E2, P1). Considera dos circunferencias concén-
tricas de radios r y R, con r < R. Se toman dos puntos A y B en diferentes circun-
ferencias, como en la figura, de tal manera que AB es tangente a la circunferencia de
radio méas pequeno. Si AB = 4, cuanto vale el area sombreada?

S
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Problema 1.28. (5. OMMEB-Ver., N2, E3, P1). El prisma de la figura esta formado
por 60 cubos idénticos de madera y tiene dimensiones de 3 x 4 x 5. Una termita hace
un tunel sobre la diagonal que va de P a (). Esa diagonal no interseca los aristas de
ningun cubo dentro del prisma. ¢ Cuantos de los cubos del prisma atraveso la termita?

Q

[ ] ]

(@) 8
(b) 9
(¢) 10
(d) 11
(e)

e) Ninguna de las anteriores

1. 3. 2. Preguntas abiertas

Problema 1.29. (4. OMMEB-Ver., N2, E2, P6). Sea ABC D EF un hexagono equian-
gulo, con los vértices en dicho orden, tal que AB =9,CD =6, DE =12y EF = 3.
Encuentra el valor del perimetro de ABCDEF.

Observacion. Un hexagono es equiangulo si la medida de todos sus angulos interiores
es la misma.

Problema 1.30. (3. OMMEB-Ver., N2, E3, P5). En la clase de matematicas de Ulises,
el maestro encarga de tarea calcular el perimetro de un triangulo rectangulo. Cuando
Ulises llega a su casa se da cuenta que no anotd todos los datos del problema, pero
recuerda que los lados del tridngulo eran nimeros enteros y que uno de ellos valia 7.
¢ Cuanto vale el perimetro del triangulo que debe determinar Ulises?

Problema 1.31. (3.* OMMEB-Ver., N2, E3, P7). El 4rea del rectangulo ABC' D vale 1,
los puntos M y N del lado BC son tales que 2M N = BC'y P es el punto medio de
AD. Ulises coloca un punto cualquiera X en la diagonal AC'y sombrea los triangulos
AMNX y ADPX como en en la figura. Cuanto vale la suma de las areas de los
triangulos sombreados?

33
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B M N C

Problema 1.32. (4. OMMEB-Ver., N2, E3, P7). En la siguiente figura el rectangulo
ABCD tiene lados AB = CD = 4y BC = AD = 3. Se dibujan circunferencias
con centro en los vértices del rectangulo y que pasan por la interseccién P de las
diagonales del rectangulo. Luego, se dibujan las circunferencias rojas con centro en los
lados del rectangulo y tangentes a dos de las circunferencias dibujadas inicialmente,
como aparece en la figura. Encuentra la suma de las areas de las circunferencias rojas.

(I):(I)

Problema 1.33. (5. OMMEB-Ver., N2, E3, P6). En la siguiente figura sabemos que
AABC es un tridngulo rectangulo, £ es un punto en la hipotenusa AC, tal que AE =
2FEC y el punto D es la interseccion de BE con la recta perpendicular a BC' que
pasa por C. Si el area del triangulo A BC'E vale 2, calcula en area del pentagono azul
ABCDE.

A

B C

Problema 1.34. (4. OMMEB-Ver., N2, E4, P7). Dado un triangulo rectangulo AABC
con hipotenusa BC' = 2020, se coloca el punto A; en el exterior de AABC tal ma-
nera que se forma el tridngulo rectangulo A A;BA con hipotenusa AB. De manera
semejante se van colocando los puntos As, As, ..., Ao, de tal manera que se van
formando triangulos rectangulos como en la figura. ;,Cual es el valor de la siguiente
suma?

(CA)? 4 (AA1)? 4 (A1 A2)? 4 (A243)* + - + (A2019A2020)* + (A2020B)? .
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1.4. Problemas de geometria, nivel 3

Los problemas que se presentan a continuacién formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N3, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 3, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 3 en la OMMERB refiere al segundo ano de secundaria.

1.4.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 1.35. (5. OMMEB-Ver., N3, E1, P1). Considera el hexagono regular con
vértices en los puntos A, B, C, D, E'y F, tal que sus lados miden x, con centro en el
punto O. Sea G la interseccion de la prolongacion del lado AF' con la prolongacién del
lado E'D, ¢ cual es el valor del area del cuadrilatero AGEO?

(e) Ninguno de los anteriores

Problema 1.36. (5. OMMEB-Ver., N3, E2, P2). En la figura se muestra un cuadrilatero
ABCD. Cada lado del cuadrilatero esta dividido en partes iguales por los puntos P,
Q,R,S,T,U,VyW.Elpunto K esta en el interior del cuadrilatero y las areas de los
cuadrilateros PBSK, APKW y W K'T' D son como se indica en la figura. 4 Cual es el
area del cuadrilatero K.SCT?
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D
(a) 4
(b) 5
(c) 6
(d) 7
(e) Ninguna de las anteriores

1.4.2. Preguntas abiertas

Problema 1.37. (4. OMMEB-Ver., N3, E2, P5). Sea ABC DFE un pentagono, con los
vértices en ese orden. ;Cuéanto vale el area de AADC, si los lados del pentagono
cumplen las siguientes condiciones?

» AB=CD=AE=1
» L{ABC = LAED = 90°
» BC=DE =3

Problema 1.38. (3. OMMEB-Ver., N3, E3, P4). El perimetro de un triangulo rectangulo
mide 20 y la altura desde el vértice en donde se encuentra el angulo recto mide 4.
¢ Cuanto vale el area del triangulo?

Problema 1.39. (4. OMMEB-Ver., N3, E3, P6). En la siguiente figura el rectangulo
ABCD tiene lados AB = CD = 4y BC = AD = 3. Se dibujan circunferencias
con centro en los vértices del rectangulo y que pasan por la interseccion P de las
diagonales del rectangulo. Luego, se dibujan las circunferencias rojas con centro en los
lados del rectangulo y tangentes a dos de las circunferencias dibujadas inicialmente,
como aparece en la figura. Encuentra la suma de las areas de las circunferencias rojas.
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Problema 1.40. (5. OMMEB-Ver., N3, E3, P3). Una tira rectangular de papel con di-
mensiones 4 x 13 se dobla como se muestra en la figura. Al realizar el doblez se forman
dos rectangulos Py @), de manera que el area de P es el doble que la de (). ¢Cual es
el valor de z?

L 45°

"
(R RN NN N

13 T

Problema 1.41. (3. OMMEB-Ver., N3, E4, P4). El cuadrilatero ABC D tiene angulos
rectos solamente en los vértices A y D y esta dividido en cuatro triangulos de areas
10, 5, Y y Z, como se indica en la figura. 4 Cual es el area del cuadrilatero?

A B

7

D C

Problema 1.42. (3. OMMEB-Ver., N3, E4, P8). Dos poligonos regulares de lado 1
estan pegados por un lado. Uno de los dos poligonos tiene 15 lados y el otro tiene n
lados. Etiquetamos con A y B a los vértices del lado que comparten ambos poligonos,
con C al otro vértice que es adyacente a B sobre el poligono de 15 lados y con D al
otro vértice que es adyacente a B en el otro poligono. Sabiendo que la distancia entre
C'y Desl, jcuéles el valorde n?

Problema 1.43. (5. OMMEB-Ver., N3, E4, P3). En la figura, ABC'D es un cuadrado
de area igual a 1. Si los rectangulos JKHG y EBCF son congruentes, ¢cual es el
valor de BE?

C F H D
G
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1.5. Soluciones a los problemas de geometria

1.5.1. Nivel 1

Solucion del problema 1.1. La respuesta es (e).

Salvo en la figura del (e), el area sombreada en todas las demas figuras esta forma-
da por triangulos que van de un lado del rectangulo al lado opuesto, asi que en ellas
el area sombreada es, a lo mas, la mitad del area del rectangulo en el (d) es un poco
menos de la mitad; en los (a), (b) y (c) es exactamente la mitad. En el (e), en vista de
que una parte sombreada comprende un rectangulo y éste, junto con los tridngulos,
completan una base del rectangulo, el area sombreada es mayor.

Solucion del problema 1.2. La respuesta es (a).

Observamos que el tridngulo que esta a la derecha de los tridngulos que miden
1 cm de lado debe medir 2 cm de lado, y lo mismo los dos triangulos a la derecha de
este. Entonces el triangulo grande tiene base 5 cm y, como es equilatero, su perimetro
es3 x5 =15cm.

Solucion del problema 1.3. La respuesta es (c).
Como LAEP + APED = 180°, entonces

LAEP =180° — LPED = 180° — 60° = 120°.

Por otro lado, al ser AC diagonal del cuadrado ABC D, entonces L PAE = 45°. Como
la suma de los angulos interiores de cualquier triangulo es 180°, concluimos que

£LCPF = {APFE =180° — LAEP — {PAE = 180° — 120° — 45° = 15°.

Solucion del problema 1.4. La respuesta es (b).
Podemos dividir el area de la estrella en sus puntas (cuatro triangulos) y el cuadrado
central. Notemos que el area de cada uno de los triangulos son i?uales, asi que solo

tenemos que obtener el area de un triangulo que esta dada por 17 = % cm?. Por otro

lado el area del cuadrado es 1 cm?. Por lo tanto el area total es 4(%) +1=3cm?

Solucion del problema 1.5. La respuesta es (d).

Notemos que cuando unimos los puntos medios de los lados de un tridngulo equilate-
ro, se forman cuatro triangulos congruentes. Con lo que el area de cada uno de los
cuatro triangulos es un cuarto del area del triangulo original.
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El area (A) esta dada por

1
A)==x3.
(4) = x
Analogamente obtenemos el area (B),
1 1 1 3
B)=-x>-X=x3=—.
By =1 1% 173 &

Finalmente, el area sombreada esta dada por

3 3 48+3 51

16T 61 6t

Solucion del problema 1.6. La respuesta es (e).

Cada lado del cuadrado mayor mide 4 cm, de donde la base de cada triangulo mide
4—1—1 = 2cm, al tiempo que su altura mide 4/2 = 2cm. Luego, el area de cada
triangulo es (2 x 2)/2 = 2.cm?, asi que podemos obtener el area de la flor restandole
al area del cuadrado mayor las areas de los cuadrados mas pequefos y la de los cuatro
triangulos. Asi, el area buscada es 16 — 4(1) — 4(2) = 4cm?.

Solucion del problema 1.7. La respuesta es (c).
Como el angulo en el vértice C' es igual a 45° tenemos que el sector circular es %

. . 2
de una circunferencia, entonces "z~ = 27 de donde obtenemos que r?2 = 16, y por lo
tanto » = 4. Ya que los sectores se tocan en el punto medio de los catetos tenemos
que BC = AB = 8, de lo anterior obtenemos que el area del triangulo es igual a 32.
2 .
Por otro lado, el &rea del sector con centro en B es igual a % = 47 y el que tiene
centro en A es igual al area sombreada. Por lo tanto, el area que buscamos es 32 — 8.

LN

Solucion del problema 1.8. El perimetro del tridangulo original es 6 4+ 10 + 11 = 27,
asi que cada lado del triangulo equilatero mide % =0.

A

Solucion del problema 1.9. El lado mayor del rectangulo grande mide 20 cm, que
equivale a cinco veces la longitud del lado menor de cada rectangulo pequeno; asi, el
lado menor de cada rectangulo pequeno mide 4 cm. El perimetro del rectangulo grande
mide 6 x 1 +4 x 4 =76 cm.

Solucion del problema 1.10. Se divide la figura como se muestra a continuacién. Es
facil ver que la region coloreadas es igual a la region blanca (los triangulos marcados
con las mismas letras son iguales).
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Asi, el area del rectangulo mas grande es el doble que la suma de las areas de los
triangulos, es decir, es 20 cm?.

Solucion del problema 1.11. Observemos que la diagonal AC' divide al cuadrilatero
AMCN en dos triangulos iguales. Asi, el area del triangulo AANC' es la mitad del
area de AN BC'. Como ambos tridngulos tienen la misma altura desde C, AN debe
medir la mitad de N B. Dado que AB = 3, entonces NB = 2.

Solucion del problema 1.12. Dado uno de los circulos, la distancia de su centro a
cada uno de los lados del rectangulo que toca es la medida de su radio, que resulta
ser £. Entonces, la distancia entre los centros mide 11 — 2(%) = 4.

Solucion del problema 1.13. La respuesta es 6.

Tenemos que el drea (ADC) = L& = 8§ luego FG = £Z = 34C Después,
si tomamos como base el lado de la diagonal, tenemos que los triangulos AADC'y
ADFG tienen la misma altura, luego (DFG) = @ = @ = 3. Para obtener el
area del cuadrilatero multiplicamos por 2 el area de un triangulo, por lo tanto, resulta

que (BGDF) =2(3) = 6.

Solucion del problema 1.14. La respuesta es 20 piezas.

En cada triangulo, el mas grande de los &ngulos agudos mide 360°/5 = 72°, asi que
el mas pequefo mide 90° — 72° = 18°. La estrella tendra 360°/18° = 20 triangulos, y
quedara como se muestra en la figura.

A,
u~

Solucion del problema 1.15. La respuestaes Y = 105°.

Como ABCD es un cuadrilatero tenemos que la suma interna de sus angulos es
igual a 360°, es decir L ABC'+4£DAB+130°480° = 360°, luego { ABC+4{DAB =
150°. Ya que BP y DP son bisectrices de los angulos en los vértices By A, de lo
anterior tenemos que % + % = 75°.

Ahora, en AABP sabemos que £ BPA + £ABC 4 £DAB — 180° por lo que
ABPA = 180° — 75° = 105°, que es el angulo que buscabamos.
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Solucion del problema 1.16. La respuesta es z = 8 cm.

Notemos que cada uno de los lados del cuadrado grande mide 8 cm, en consecuen-
cia, cada lado del cuadrado chico mide 4 cm y su perimetro es 16 cm. Asi, la altura del
triangulo es igual a 16 cm. Por otro lado, observemos que como el area de triangulo
es igual a la del cuadrado grande, entonces es igual a 64 cm?. Considerando esto,
tenemos que el area del triangulo es

T X 16
64 = )
2

Por lo tanto el valor de = es igual a 8 cm.

Solucion del problema 1.17. La respuesta es 60 cm.
El cuadrado debe tener lado 12 cm, asi que el rectangulo debe tener un lado de
6 cm y otro de 24 cm, por lo que su perimetro es 2(6) + 2(24) = 60 cm.

Solucion del problema 1.18. La respuesta es 16 cm?.

Podemos dividir el hexagono mas grande en 24 triangulos iguales, de donde tene-
mos que el hexdgono menor queda cubierto por seis de estos triangulos. Luego, el area
del hexagono mas grande es 4 x 4 = 16 cm?.

AVAVA
AVAVAVA
VYAV \/Y

VA

Solucidn del problema 1.19. Como ADEC es equilatero, L DCE = 60°, asi que
LAECF = 90° — 60° = 30°. Notemos que como ABCD es un cuadrado, BC =
DC'y como ADEC es equilatero, DC = EC, por lo que ABCEFE es isésceles con
ABEC = {EBC = 18230 — 75°,

Como ABEF esisbsceles, { BFE = 75° y observemos que { BFE+ L EFC =
180°, asi que L EF'C = 105°. Por lo que, en AEFC,

LCEF =180° — LEFC — LECF = 180° — 105° — 30° = 45°.

Solucién del problema 1.20. Sea X un punto tal que AX es perpendiculara CD 'y
sea Y lainterseccién de BC con AD.

B
A J—
l ly\

X C D
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Observemos que el area de toda la figura consiste en la suma de las areas de los
cuartos de circunferencia mas la suma del area del rectangulo ABC X . Esto es

25
AT:Ex32+Ex42+3><1:Z><7r+3.

4 4
Asi que el area sombreada se obtiene restando el area total menos el areade AAX D.
25 w43 7T 25 " 1
T 2~ 1 "2

Solucion del problema 1.21. Sea O el centro de la circunferencias de radio 13, ademas
sean Py ( los centros de las circunferencias que pasan por los puntos Ay B, respec-
tivamente.

VaD.

A B

Luego, por el criterio AA (ya que P(Q es paralelo a AB) tenemos que AOP(Q) es se-
mejante a AOAB y por lo tanto,

AB _ A0

PQ OP’

Ya que el radio de las circunferencias tangentes es 5, tenemos que AP = 5, por lo

que OP = AO — AP = 13 — 5 = 8; ademas PQ = 2AP = 10, con lo que de la
ecuacion anterior tenemos que

_ PQ-AO 10-13 65

AB=—5p = "3 e

m
n
De donde m + n = 69.

1.5.2. Nivel 2

Solucion del problema 1.22. La respuesta es (e).

Sea S el punto medio de AB y O el punto de interseccion de AQ con BP. Por
simetria, O esta sobre RS. Ademas, AAOS y ANAQB son semejantes y sus lados
estan en razoén 1 : 2. Digamos que el cuadrado tiene lado 4; entonces QB mide 2y OS
mide 1. Ahora calculemos el area de los tridngulos no sombreados. El triangulo AAOB

tiene area % = 2; ademas AARD y ABRC tienen area %2 = 4. Entonces el area

de la parte sombreada es 16 — 2 — 4 — 4 = 6 y la fraccion buscada es 1% = %.

Otra solucion. El area sombreada es igual al area de AABR menos el area de
AAOB, donde O es la interseccion de AQ y BP. Ademas AABR tiene la mitad
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del area del cuadrado. Por otra parte, el rectangulo AB(Q P también tiene area la mitad

del area del cuadrado puesto que P y () son los puntos medios de AD y BC, respec-

tivamente. Ahora, las diagonales del rectangulo ABQP lo dividen en cuatro triangulos

de igual area, por lo que el area de AABO es 1/4 del area deI ABQP y, por lo tanto
1

1/8 del &rea del cuadrado. Finalmente, el area sombreada es 53— §= 8.

Solucion del problema 1.23. La respuesta es (c).
Como LABD = 45°, entonces L EBF = 45° — 20° = 25°. Por otro lado, los
angulos iguales del triangulo is6sceles A BC'E miden

AEBC = ABEC = {ABC — {ABE = 90° — 20° = 70°.
Como la suma de los angulos interiores de cualquier triangulo es 180°, concluimos que
£LCFD = {BFFE =180° — {EBF — {BEC = 180° — 25° — 70° = 85°.

Solucion del problema 1.24. La respuesta es (a).
Aplicando el Teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo A AB D, tenemos que
BD = +/2,yaque AB = AD = 1. Lo anterior implica que la altura de AAFB es

EB = f , por lo que su area es
2
(AAFB) = %AF "EB = \4[.

Concluimos que el area de la region sombreada es (ADFB) = 2 - % = @

Solucion del problema 1.25. La respuesta es (b).
Observemos que si h es la altura del paralelogramo ABC D respecto a la base AB,
entonces podemos expresar al area de AABE como

1
(AABE) = %AB h=5(ABCD).

De manera semejante es posible ver que (AADF) = 1(ABCD). Como (AABE) =
e+b+cy(AADFE) = a+ b+ d, entonces

et+b+tc=a+b+d.

De ahi se obtienequee =a +d — c.
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Solucion del problema 1.26. La respuesta es (c).

Como los angulos internos de un hexagono regular miden 120°, entonces L FEG =
£LEFG = 60°, por lo que AFGE es un triangulo equilatero de lado 4. Por otro lado,
ANAGD también es equilatero de lado 8, ya que LGAD = {GDA = 60°. Como la

altura de AAGD es /(8)% — 42 = \/48 = 4+/3, entonces
(AGEO) = (AAGD) — (AEOD) = 16v/3 — 4v/3 = 12V/3.

Solucion del problema 1.27. La respuesta es (c).

Sea O el centro de las circunferencias. Como AB es tangente a la circunferencia
pequena, entonces el segmento que une el centro de dicha circunferencia y OB es
perpendicular a AB, utilizando el Teorema de Pitagoras en AABO obtenemos que
R? = r? + 4. De donde

R? —1r? =42 = 16.
Ahora notemos que el area sombreada .S es igual la resta del area de las dos circunfe-
rencias
S =7R* - 1r? = n(R* — %) = 167.

&

(N 4

Solucion del problema 1.28. La respuesta es (c).

Para llegar de P a @) la termita debe atravesar dos “paredes” hacia atras, cuatro
“paredes” hacia la derecha y tres “paredes” hacia arriba (en la figura se ha resaltado
una “pared” en cada una de las direcciones). Cada vez que la termita cruza una pared,
cambia de cubo, asi que en total pasara por 1 + 2 4+ 3 + 4 = 10 cubos.

Q

AN

Solucion del problema 1.29. Sean a = BC y b = AF. Como ABCDFEF es un
hexagono equidngulo, todos sus angulos interiores miden 120°. Sean X y Y las inter-
secciones de C'D con EF' y de BC con AF, respectivamente.
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X D C

120°120°
120°

120°

F A Y

En ADXE cada uno de sus angulos interiores miden 60°, ya que dos de ellos estan
sobre la misma linea de un angulo de 120°. Por lo que ADXFE es equilatero con
lados iguales a 12. De la misma manera AABY es equilatero con lados iguales a 9.
Luego el cuadrilatero C X F'Y tiene sus angulos opuestos iguales, por lo que es un
paralelogramo, de aqui que sus lados opuestos son iguales. Por lo tanto, a + 9 = 15y
b+ 9 = 18, de lo cual se sigue que a = 6y b = 9. Concluimos que el perimetro del
hexagonoes 12+ 3+ 9+ 6+ 9+ 6 = 45.

Solucion del problema 1.30. Sean a, b, c los lados del triangulo rectangulo con hipo-
tenusa c. Ahora, hay dos casos:

= Caso 1. Si ¢ # 7 por el Teorema de Pitagoras tenemos que a’ + 72 = ¢?, de
donde (c+a)(c—a) =49.Como c+a > c—a, entoncesc—a = 1y c+a = 49.
Al resolver el sistema de ecuaciones llegamos a que ¢ = 25y a = 24. Por lo que
el perimetro del triangulo es 25 + 24 + 7 = 56.

= Caso 2. Si ¢ = 7, por el Teorema de Pitagoras tenemos que a® + b?> = 2. Al
sustituir los valores de a = 1, 2, 3,4, 5, 6 podemos ver que los valores de b no son
enteros, por lo que este caso no es posible.

Solucion del problema 1.31. Sea b la longitud del lado AD y a la longitud de AB.
Sea z la longitud de la altura desde X del APX Dy y la longitud de la altura desde X
del AXMN. Luego,

1/1
APXD)=—-|(=
(pxD) =5 (50) =
1

(AMXN) =3 (;b) y.

La suma de los triangulos sombreados es 3(1b)(z + y) = 3(3b)a = jab = 1.

Solucion del problema 1.32. Sea a el diametro de una circunferencia roja (veamos
que, como es simétrica la figura, solo nos enfocaremos a analizar una circunferencia
roja). Luego sea x la distancia del punto de tangencia de la circunferencia grande con la
circunferencia roja. Notemos que el radio de las circunferencias grandes mide la mitad
de la diagonal del rectangulo, por lo que, de acuerdo con el Teorema de Pitagoras

sabemos que mide 7“322*42 = g Luego, tenemos que = + a = % y que 2z 4+ a = 3,
porloque x =3 — % = % de donde a = 2. De ahi que el radio de la circunferencia roja
es 1y el area sombreada es 2.
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Solucion del problema 1.33. La respuesta es 7.
Sea X el pie de ' en BC. Como AB, EX y CD son paralelas y, ademas, EC =
+AC, entonces BC = 3XC = 3BX. Por lo tanto

AB = 3EX,
oD - 3Ex.
2
A
D
1)
B X C

Como 2 = (ABCE) = $(BC)(EX), entonces (BC)(EX) = 4. Luego,

(AABC) = %(BC)(AB) _ g(BC)(EX) s,
3
—(

(ABCD) = %(BC’)(CD) = (BO)(EX) =3,

Finalmente tenemos:
(ABCDFE) = (AABC)+ (ABCD) — (ABCE)=6+3—-2=T.
Otra solucién. Después de observar que AE = 2EC y BE = 2ED, entonces tene-
mos que (AABE) = 2(ABCE)y (ACDE) = £(ABCE). Por lo tanto,
(ABCDE) = (AABE) + (ABCE) + (ACDE)

_ (2 F14 ;) (ABCE)

=1.
Solucion del problema 1.34. Como todos los tridngulos son rectangulos, en particu-

lar, podemos utilizar el Teorema de Pitagoras para el tltimo triangulo A Asg19A20208,
obteniendo que

(A201942020)% + (A2020B)? = (A2010B)%.

En general, para cualquier n = 2, ... ,2020, tenemos

(Ap_14,)* + (AnB)* = (A,_1B)*.
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Por lo anterior, si S es el valor de la suma buscada, tenemos que

)
(AA))? + (A B)?
2

1.5.3. Nivel 3

Solucion del problema 1.35. La respuesta es (e).

Como los angulos internos de un hexagono regular miden 120°, entonces L FEG =
LAEFG = 60°, por lo que AFGFE es un triangulo equilatero de lado x. Por otro lado,
AAGD también es equilatero de lado 2x, ya que LGAD = £GDA = 60°. Como la

altura de AAGD es /(22)? — z2 = V3x? = a/3, entonces

mQ\/g - 322v/3

(AGEO) = (AAGD) — (AEOD) = 2*V/3 — ; 1

Solucion del problema 1.36. La respuesta es (c).

Unamos todos los puntos A, B, C'y D con K. Etiquetemos los vértices como se
muestra en la figura y tracemos las lineas que los unen con K. Como los triangulos
NAKP y APKB tienen la misma altura y sus bases cumplen que PB = 2AP,
tenemos que el area del tridngulo A PK B es el doble que el area del tridangulo AAK P;
llamemos x a esta ultima. De forma similar etiquetemos las areas de la figura con las
letras y, z y w, como se muestra.

Tenemos entonces que z +w = 8, x +y = 2z + 2y)/2 = 10/2 = 5, w+ 2z =
(2w + 2z)/2 = 18/2 = 9, de manera que el &rea buscada es

yt+tz=w+z)+(x+y) —(r+w)=9+5—-8=6.

Solucion del problema 1.37. Sobre la extension de BC'y a la izquierda de B, elegi-
mos un punto R tal que RB = ED = 3.
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Ya que AB = AF, {ABR = {AED = 90°y RB = ED, por el criterio LAL, los
triangulos AAED y AABR son congruentes, por lo que AR = AD.

Obsérvese ahora que AD = AR, AC = ACy DC = CR = 1, de esta manera
por el criterio LLL, AADC es congruente a AARC. Finalmente,

-1 1

Sl

(AADC) = (AARC) = 2(AABC) = 2-

2 2
Solucion del problema 1.38. Sean a, b, c los lados del tridngulo con hipotenusa c. Por
el enunciado del problema sabemos que a + b + ¢ = 20, de esto determinamos que
(a+bc)? = a? +b% + % +2ab+ 2bc + 2ac = 202. Luego, por el Teorema de Pitagoras
tenemos que a’ + b> = c?; ademas, los triangulos que se forman por la altura son
semejantes entre si por el criterio AA, asi que tenemos que § = 7, de donde ab = 4c.

Al sustituir ab = 4c 'y a? 4+ b> = c? en la primera expresion se sigue que 2c¢? +
8¢ + 2c(a + b) = 400, como a + b = 20 — ¢ podemos sustituir esta expresion en la

anteriormente obtenida con lo que 48¢c = 400 y por lo tanto ¢ = % En conclusion el

P .z 4e 25\ __ 50
area del triangulo es 3¢ = 2 (%) = 3.
Solucion del problema 1.39. Sea a el didmetro de una circunferencia roja con centro
en un lado que mide 3 y b el diametro de la circunferencia roja con centro sobre el lado
que mide 4 (veamos que como es simétrica la figura, solo nos enfocaremos a analizar
una circunferencia roja de cada lado distinto). Luego sea z la distancia del punto de
tangencia de la circunferencia grande con la circunferencia roja con diametro a y sea y
la distancia del punto de tangencia de la circunferencia grande con la circunferencia
roja con diametro b. Notemos que el radio de las circunferencias grandes son iguales y
miden la mitad de la diagonal del rectangulo, por lo que, con base en el Teorema de
oy s . /2 2
Pitagoras, sabemos que mide % = % Luego, tenemos que = + a = % y que
_ _ 5 1 _ _5 _
2r+a=3,porloquez =3— 3 = 5,dedonde a = 2. Luego, y +b = 3y 2y +b =4,
de ahiquey = 4—% = % de donde b = 1. Por lo tanto, el radio de la circunferencia roja

con diametro a es 1y la de didmetro b es % Asi el area sombreada es 2(7m + ) = 57”

Solucion del problema 1.40. La respuesta es 6.

Como ambos rectangulos P y @ tienen un lado que mide 4, y el drea de P es
el doble que la de @, entonces el otro lado de @ mide x/2. Entonces tenemos que
x+4+x/2=13,dedonde 2z + 8 + = = 26,y asi 3z = 18 y x = 6.
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R~
T
e

Solucion del problema 1.41. La respuesta es 45.
Sea O el punto de interseccion de AC'y DB. Llamemos x y y a las alturas desde O
de AAOBy ADOC, con bases ABy DC, respectivamente. Luego,
AB - x _S_E_ AB(y + )
2 3 6 ’
de donde y + x = 3z, por lo que y = 2x. Ahora, AABO y AC DO son semejantes,
por lo que DC' = 2AB, y llegamos a que el area de ABDC(C es
2AB - 3x AB -z

5 =6 5 = 30.

Por lo tanto, el area del cuadrilatero es 45.

Solucion del problema 1.42. Sea O el centro del poligono de 15 lados y P el centro
del poligono de n lados. El triangulo AAOB es congruente a cualquier triangulo que
se forme al tomar como vértices a O y a los dos extremos de un lado del poligono de
15 lados, como hay 15 tridngulos de esos alrededor de O tenemos que £ AOB mide
360° _ 924°. Esos triangulos son congruentes y asi £ ABC' (dentro del poligono de 15
lados) es igual a la suma de LABOy £BAQO, que es igual a 180° — 24° = 156°. Por
otro lado, ABC'D es equilatero y entonces el £ ABD (dentro del poligono de n lados)
mide 360° — 60° — 156° = 144°. Como L PAB + £ PBA = {ABD, tenemos que
LAPB = 180° — 144° = 36°, asi que debe haber % = 10 triangulos congruentes a
AAPB alrededor de P. Por lo tanto, n = 10.

Solucion del problema 1.43. Seax = BE = JK = GH yseay = AJ, notemos que
AGJA =180° — LEJK — 90° = 90° — L EJK, por lo que tenemos que AGJA ~
AJKE, de forma analoga estan las siguientes relaciones de semejanza AGJA ~
AJKE ~ AKHF ~ AHGD. Observemos que JK = HGy JG = KH, asi que
ANGJA =2 NKHF, asi como que AJKFE =2 ANHGD. Por las anteriores semejanzas
y congruencias tenemos que GD = zyy JE =z - GA = 2/1 — 2.

Ahora,yaque JE + JA=FEAy GA+ GD = AD, llegamos a que

zV/1—-9y2+y=1-uzx,
Vi-y2+ay=1,

0 bien
AV ) =1y,
ry=1—+1-—1y>2

49



50

Sustituimos la segunda ecuacién en la primera y obtenemos que

1—/1— 42
TN T
De donde y = 3 , por lo tanto, z = 2 — /3.

Otra solucion. Sea DG = FK =yysea BE = JK =GH = z,luego, AG=1—y
y BEJ = /22 —y2. Yaque AEJK ~ AAGJ, tenemos que

De esta ecuacion obtenemos que

Va? =y = a(1 - y).
De donde obtenemos al elevar al cuadrado
2t —y? =2 (1 -2y +y°) =2 —2*(2y — ),
con lo que ) ) )
y =22y —y).
De la semejanza anteriormente mencionada tenemos una segunda y tercera ecuacion

2
Y
2y —y? = =,
y—y )
2 — Y’
2y —y*
Ya que AB = 1, tenemos que nuestra segunda ecuacién es

r+Va2—y2+/1-(1-y?2=1

Luego, de la primera ecuacién tenemos que

r+z(l—y)++/1-(1—-9y)?2=1,
es decir,
r+z(l-—y)+vV2y—y*=1,
y de la segunda ecuacién obtenemos que

v+ x(l-y)+ %:

Con lo que

y
92— L]
( y)+x ,
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es decir,
?2-y)+y=mu
Y por la tercera ecuacion

2-yy*
2y—y2 +y=ux.

Que de forma simplificada es que x = 2y. Asi que nuestro problema se reduce en
manejar triangulos rectangulos con angulos de 30° y 60°; por otro lado, ya que AD =

AG+GD:@er,llegamosaquey:1—§yx:2—\/3.
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Capitulo 2

Aritmetica

2.1. Definiciones y resultados basicos

En esta seccion presentaremos las definiciones y propiedades basicas de aritmética
que utilizaremos para resolver los problemas relacionados con este tema. Si se desea
profundizar en los tépicos abordados aqui, se pueden consultar los libros de Aguilar
Arteaga et al. (2015), lllanes (2017) y Niven y Zuckerman (1976).

2.1.1. Sobre numeros y sus propiedades

Ademas de los nimeros naturales, los que nos sirven para contar:
1,2,3,4,...,
tenemos a los numeros enteros (los naturales, sus negativos y el cero):
e, —2,-1,0,1,2,...,

a los nimeros racionales (cocientes de enteros o expresiones con parte decimal pe-
riddica):
13
21
y otros nUmeros mas que se utilizan en matematicas, como

V2T,

Todos ellos se trabajan con las mismas propiedades, aunque se operan de distintas
maneras, segun su forma. La aritmética es la rama de las matematicas que estudia los
nuameros y las operaciones que se hacen con ellos, tales como la suma, la resta, la
multiplicacion y la division, es decir, las cuatro operaciones basicas. A continuacion se
presentan propiedades que nos ayudan a operar con los nimeros.

La aritmética tiene propiedades basicas como las siguientes:

Z, 0.25,-0.3333.. .,

1. Las operaciones entre paréntesis se desarrollan primero.

2. Sino hay paréntesis, la multiplicacion y la divisiéon se realizan antes de la suma y
resta.
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3. La sumay resta se operan en su orden de aparicién.

4. La suma se puede realizar en cualquier orden y es conmutativa: para cualesquiera
nimeros reales a,b,c setieneque a+ (b+c¢) = (a+b) +cya+b=>b+a.

5. La multiplicacion se puede realizar en cualquier orden y es conmutativa: para
cualesquiera nimeros reales a, b, ¢ se tiene que a x (b x ¢) = (a x b) X cy
axb=>bxa.

Estas propiedades nos permiten realizar las operaciones en el siguiente ejemplo:

7x5+6—%:35+6—3:38.
La primera igualdad se tiene debido a la propiedad 2, que dice que se debe realizar
primero las multiplicaciones y divisiones antes que las sumas y restas. La segunda
igualdad se sigue de la propiedad 3, haciendo las operaciones indicadas: a 35 sumar 6
y luego restar 3.
Para el siguiente ejemplo:

9433+ (—T+4)+5=94+33+(-3)+5=9—11+5=3.

La primera igualdad se tiene debido a la propiedad 1, que pide hacer primero las ope-
raciones entre paréntesis. La segunda igualdad se sigue de la propiedad 2, que dice
que se debe realizar primero las divisiones antes que las sumas y restas. La tercera
igualdad se sigue de la propiedad 3, haciendo las operaciones indicadas: a 9 restar 11
y luego sumar 5.

En diversos problemas estaremos interesados en los digitos de un namero, como
el numero 2345 que tiene cuatro digitos; comenzando a la derecha son el digito de las
unidades, de las decenas, de las centenas y de las unidades de millar. En general, si
queremos representar un namero n, por ejemplo, de dos digitos, lo podemos escribir
con dos letras, digamos z y w:

n = zw,

donde w representa el digito de las unidades y z representa el digito de las decenas,
ademas z no puede ser cero para que el nimero n sea un numero de dos digitos. Por
ejemplo, 35 es un nimero de dos digitos mientras que 07 no lo es.

Ejemplo

Encuentra todos los numeros de tres digitos cuya suma de sus digitos sea 25.
Primeramente, representaremos a los nimeros buscados por abc, donde a, by ¢ son
digitos y a no es cero. Lo mas pequeio que puede ser a es uno, pero by ¢ pueden
valer maximo nueve cada uno y llegariamos a lo mas a 19, por lo que a no puede
valer uno; de igual manera, a no puede valer dos, ni tres, ni cuatro, ni cinco, ni seis.
Sia = 7,entonces b = 9y c =9, con lo que tenemos al nimero 799. Si a = 8§,
entonces b y ¢ deben sumar 17, por lo que pueden ser 8 y 9, con lo que obtenemos
los dos nimeros: 889, 898. Sia = 9, entonces b y ¢ deben sumar 16, por lo que
pueden ser 9y 7, o bien 8 y 8, con lo que obtenemos los tres nimeros: 997, 979,
988.
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En resumen, los nimeros buscados son:

799, 889, 898, 997,979 y 988.

Cuando tenemos una colecciéon de nimeros, una manera de dar una medida que los
represente es calcular su promedio, el cual es la suma de ellos dividido entre el total de
nuameros. El promedio de los numeros x1, x2, ..., Ty €S:

X1+ T2+ -+ Tp
- .

Ejemplo

Encuentra todos los enteros positivos de tres digitos distintos entre si y ninguno de
ellos cero, cada uno menor que cinco, tales que el promedio de los tres digitos es
igual al promedio del digito mayor y del digito menor.

Vamos a representar a los nimeros buscados por abc, donde a, by c pueden ser
1, 2, 3 0 4. Dada la simetria en el promedio, podemos suponer que a < b < cYy, al
final, rotar todas las soluciones que encontremos.

Una de las hip6tesis nos dice que

at+b+c a+tc
3 2

De donde
a+c=2b.

Ahora analizamos por casos:

m g = 1, en este caso c debe ser impar. Dado que deben ser digitos distintos
solo podemos tener ¢ = 3, de donde b = 2. Por lo que encontramos solo al
ndmero 123.

= g = 2, en este caso c debe ser par. Dado que deben ser digitos distintos solo
podemos tener ¢ = 4, de donde b = 3. Por lo que encontramos solo al nimero
234.

= ¢ = 3y a = 4 no son posibles, dado que estamos suponiendo que a es el
mas pequeno de los tres.

Recordemos que, por la simetria del problema, debemos rotar los digitos de las
soluciones encontradas, de donde concluimos que los enteros positivos buscados
son: 123, 132, 213, 231, 312, 321, 234, 243, 324, 342, 423 y 432.

2.1. 2. Divisibilidad

El concepto de divisibilidad se trabaja para los nimeros naturales y enteros, aunque
varias de sus propiedades vienen de las analogas en los nimeros reales. Sin embargo,
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muchas propiedades son inherentes a los enteros y eso nos ayuda a entenderlos mejor.
La terminologia que seguiremos es la usada en Niven y Zuckerman (1976).

Definicion 7. El entero positivo b divide a otro entero a, denotado por b | a, si existe
un entero c tal que a = b X ¢ = bc. También se dira que a es un multiplo de b.

Asi, por ejemplo, 2 divide a 48, porque 48 = 2 x 24; 3 divide a 27, porque 27 = 3x9;
1 divide a cualquier entero, pues dado n entero n = 1 x n. Cualquier entero distinto de
cero divide a cero, pues dado un entero arbitrario n, se puede escribir 0 = n x 0.
Algunas propiedades de la divisibilidad se enuncian a continuacién.

Propiedades de la divisibilidad

1. Si ay b son distintos de cero y a | b, entonces |a| < |b|. En particular, si
a,b>0yalb, entonces a < b.

Sia>b>0ya|b,entonces b= 0.
Sia|byb]|a,entonces |a] = |b|.
Sia|byalc entonces a | be.

Sia|byb]|c entoncesa | c.

o g M~ 0D

Sia | bya | ¢ entonces para cualesquiera t y r enteros se tiene que
a|tb+ re.

En la dltima de las propiedades, a la expresion tb + rc se le lama combinacion lineal
de by c. Estas propiedades nos ayudan a determinar divisibilidad de manera mas sen-
cilla. Por ejemplo, si queremos saber para qué valor de x (entero positivo de un digito)
se tiene que

3| 47x + 359,

podemos observar que 3 | 45, por lo que 3 | 45z, luego,
3| 47x 4 359 — 45z = 2z + 359;
también se tiene que 3 | 357, por lo que
3|22 +359—357T=2x+2=2(x+1);

de donde 3 | = + 1. Asi que x puede ser 2, 5 u 8.
En general, un nimero n con k digitos puede representarse como sigue:

n = agag_1 - - - asay, donde ai # 0.

Otra manera de fijarnos en los digitos de un nimero entero es a través de potencias
de 10. Por ejemplo, podemos escribir

2405 =2x1000+4 x 100 +0x 10+5=2x 10> +4 x 102+ 0 x 10+ 5 x 10°.
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En general, un nimero n con k digitos puede representarse en potencias de 10 como
sigue:
_ _ k—1 k—2
n=apdip—_1-- a1 = ag X 10 +ap_1 x 10 +---+ao x 10+ aq.

En matematicas muchas veces conviene descomponer en partes mas pequenas o sim-
ples los objetos que pretendemos estudiar; en nuestro caso hay un concepto importante
que nos permite descomponer a los numeros naturales, el concepto de “primo” que se
define a continuacion.

Definicion 8. El entero positivo p es un numero primo si es mayor que 1 y sus
Unicos divisores son 1 y p. Un entero mayor que uno que no es primo se llama nimero
compuesto.

Teorema 4 (fundamental de la aritmética). Cualquier entero positivo m diferente de 1
se descompone de manera Unica como producto de primos:

m=pi-p2---Pk-

Si en el teorema fundamental de la aritmética juntamos los factores primos que apa-
recen repetidos, como por ejemplo 12 = 2 -2 -3 = 22 . 3, podemos representar la
descomposicion en potencia de primos:

_ « fo
m_pll.p22...pr'

Esta Ultima expresion nos permite contar el numero de divisores positivos que tiene el
entero m, dado que podemos recorrer cada exponente de 0 a «;. Es decir que m tendra

(a1 +1)(ag+1)- (o + 1)

divisores positivos. En nuestro ejemplo del nimero 12 = 22 - 3, observamos que 12
tiene (2+ 1)(1 + 1) = 6 divisores positivos que son: 1, 2, 3,4, 6y 12.

Ejemplos

1. Prueba que un entero positivo es divisible entre 9 si y solo si la suma de los
digitos del nimero es divisible entre 9.

En efecto, escribimos al numero como
n = apip_1- 0] = G X 10+-1 + ap_1 X 1Ok_2+---—|—a2 x 10 + a;.
Ahora, observamos que para cada entero positivo m se tiene
10" =10---00=99---99 + 1,
por lo que escribimos:
n=arx(99---99+1)+ar_1x(99---99+1)+---4+a2x (9+1)+ay.
Hacemos las multiplicaciones en cada término para obtener:

n=arx99 --9+ar_1x99---99+---+asx9+(ap+ap_1+---+as+aq).
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Factorizando el 9 en los primeros términos:

n=9arx11---14+ap_q x11---11+---4agy x 1)
+ (ak + ap—1 + -+ -+ a2 + a1).
De donde, 9 divide a n siy solo si 9 divide a ax + a1 + --- + a2 + a1, €S
decir a la suma de los digitos de n.
2. ¢Cuantos divisores positivos tiene 10!?

Por lo visto anteriormente, lo que se debe hacer es desarrollar el factorial y
escribirlo como potencia de primos:

10!=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 = 2-3-22.5.2.3.7.23.32.2.5 = 28.3%.52.7.

De donde obtenemos que 10! tiene (8+1)(4+1)(2+1)(1+1) = 270 divisores
positivos.

Definicion 9. Diremos que un entero n es un cuadrado, si es igual al cuadrado de
2

otro entero, es decir existe un entero a tal que n = a”.
¢ Qué pasa en término de nimeros primos para los cuadrados? En la expresién de
arriba vimos que n se puede escribir en potencia de primos como sigue:

_ L« « (78
n=py Py’ P

Si n es un cuadrado, entonces cada factor primo debe aparecer un nimero par de
veces, es decir cada «; debe ser par, asi

aq ag ar
2

a:p12 p;pr .

Cuando en la divisibilidad tenemos un numero primo se tienen propiedades interesan-
tes como en el siguiente resultado.

Lema 1 (de Euclides). Sip es un nimero primoy p | ab, entonces p | a o p | b.

El siguiente es conocido como algoritmo de la division y es el que desarrollamos
cuando realizamos la division de dos nimeros con la casita; por ejemplo, cuando dividi-
mos 25 entre 8 nos da 3 como cociente y nos sobra 1 como residuo, lo cual nos permite
escribir laigualdad: 25 =8 x 3+ 1

Teorema 5 (algoritmo de la divisién). Sean b un entero positivo y a cualquier entero.
Entonces hay enteros Unicos ¢ y r tales que a = bq + r, donde r es un entero no
negativo y menor que b. El nimero entero a se llama dividendo, b es el divisor, g €l
cociente y r el residuo.

El algoritmo de la divisién trae consigo propiedades interesantes que permiten des-
cribir a conveniencia los nimeros. Como ejemplos tenemos que

1. Al dividir un entero entre 2 tendra residuo 0, o bien 1.
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2. Cualquier nimero par se puede escribir de la forma 2n, con n entero.

3. Cualquier nimero impar se puede escribir de la forma 2n + 1, con n entero.

4. Al dividir un entero entre 3 tendra residuo 0, 1, o bien 2, es decir que lo podemos
escribir en alguna de las siguientes formas: 3¢, 3¢ + 1, o bien 3¢ + 2.

Un criterio universal que siempre funciona para saber si un entero es o no divisible
entre otro entero dado, es el de realizar la division y revisar su residuo. Si el residuo es
0, entonces es divisible; de lo contrario, no lo es.

Criterios especiales de divisibilidad

Criterio del 1: todos los enteros son divisibles entre 1; el 1 divide a todos
los enteros. En cambio, ninglin numero entero positivo (excepto el 1) divide
al 1.

Criterio del 0: ningun entero es divisible entre 0; el 0 no divide a ningin
entero. En cambio, todos los nimeros enteros dividen a 0.

Ultima cifra: 2, 5, 10. Un entero es divisible entre 2, 5 o0 10, si la Gltima cifra
del entero es divisible entre 2, 5 o 10, respectivamente. El 2 divide a las
cifras 0, 2, 4, 6, 8. Un entero divisible entre 2 se llama numero par. El 5
divide a las cifras 0 y 5. El 10 Gnicamente divide a la cifra 0.

Ultimas cifras: 4, 25, 100. Un nimero entero es divisible entre 4, 25 o0 100
si el numero formado por las ultimas dos cifras es divisible entre 4, 25 o
100, respectivamente.

Criterio del 3 y 9: un numero es divisible entre 3 0 9 si el nUmero resultado
de la suma de sus cifras es divisible entre 3 0 9, respectivamente.

Criterio del 11: un nimero es divisible entre 11 si el resultado de la suma
y resta alternada de los digitos del nimero es divisible entre 11.

Ejemplos
1.

El nimero 765234 es divisible entre 9, pues 7+ 6+ 5+ 2+ 3 4+ 4 = 27, que
es un multiplo de 9.

El nimero 765234 no es divisible entre 4, dado que 4 no divide a 34.
El nimero 765275 es divisible entre 25, pues 75 es divisible entre 25.

El nimero 765234 no es divisible entre 11, pues 7—6+5—2+3—4=3no
es un multiplo de 11.

El nimero 465234 si es multiplode 11, pues4—6+5—-24+3—-4=0,y0es
multiplo de 11.
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6. El niumero de cinco digitos d456d es divisible entre 18. Si d es un digito, ¢ cudl
es su valor?

Para que un numero sea divisible entre 18, este debe ser divisible entre 2 y
entre 9, por lo que el digito d debe ser par y no cero. Ademas, la suma de los
digitos del nUmero debe ser divisible entre 9, es decir, debemos tener que

9|d+4+5+6+d=2d+ 15,
y como 9 | 9, tenemos que
9|2d+15—9=2d+6.

De los valores posibles para d solo cumple la condicién de divisibilidad d = 6.

2.1. 3. Divisor mas grande y multiplo mas pequeno

Definicion 10. El minimo comun multiplo de los enteros positivos a y b es el en-
tero positivo mas pequefo, que es mdltiplo tanto de a como de b. Se denota mem(a, b),
o bien [a, b].

El procedimiento para calcular el minimo comun multiplo de dos enteros a y b es
hallar la descomposicion en potencia de primos, entonces el minimo comin mudltiplo
sera el producto de los primos que hay en las dos descomposiciones con las potencias
mas grandes que aparezcan (si en uno aparece un factor primo y en el otro no aparece,
si debe considerarse en la construccion). Por ejemplo 360 = 23 -3%2.5y 84 = 22.3.7,
por lo que

[360,84] = 2% - 3% .5 . 7 = 2520.

Propiedades del minimo comun multiplo

1. Si m es un multiplo comdn de a y b, entonces [a, b] | m.
2. Sipy ¢ son primos distintos, entonces [p, q] = pq.
3. [a,na] = na.

[a,b]

n "

4. Sin|ayn|b, entonces [£, 2] =

5. [ma, mb] = m]a,b].

6. Sia =p"---ptyb=pi"-- ‘pfk, es la descomposiciéon en nimeros
primos de a y b, entonces

[CL, b] _ pfl'ﬂax{alﬂl} . .pglax{akvﬁk}.

Definicion 11. El maximo comun divisor de los enteros distintos de cero a y b es
el mayor de sus divisores comunes. Se denotara mcd(a, b), o bien (a, b).
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El procedimiento para calcular el maximo comun divisor de dos enteros a y b es
hallar la descomposicion en potencia de primos y el maximo comun divisor sera el
producto de los primos que aparecen en las dos descomposiciones con las potencias
mas pequefnas que aparezcan (si un factor aparece en uno y no en el otro nimero,
entonces no se toma en cuenta. Por ejemplo 360 = 23 -32.5y 84 = 22.3.7, porlo
que (360, 84) = 22 -3 = 12.

Definicion 12. Dos enteros a y b distintos de cero se dicen primos relativos, si
(a,b) = 1.

Propiedades del maximo comtuin divisor

1. Siay bno son cero, entonces cualquier divisor comun de a y de b también
divide a (a, b).

2. Sia | b, entonces (a,b) =| a|.

3. Sid = (a,b), escribimos a = da’ y b = db’, entonces (a/,b’) = 1.

4. (a,b) = (a,b—a).

5.Sia=p" -pityb=pi"-- pf" es la descomposiciéon en nimeros
primos de a y b, entonces

(CL, b) _ pTln{al,,Bl} . 'p?ln{ak’ﬁk},

6. [a,b](a,b) = ab.

J

\.

El siguiente resultado nos da una relacién entre el algoritmo de la division y el maximo
comun divisor, ademas en la prueba se usan las propiedades de divisibilidad.

Proposicion 1. Sean a y b dos enteros distintos de cero, suponer que b no divide a
a, por tanto el algoritmo de la divisiéon deja un residuo distinto de cero. Si a = bg + r,
entonces (a, b) = (b,r).

Demostracion. Si d es un divisor comln de a y de b, dada la relacion a = bq + r se
tendrd que d | r; por lo que (a, b) | (b,r).

Al revés, si d es un divisor comin de by de r, dada la relacion a = bg + r se tendra
que d | a; por lo que (b,r) | (a,b).

Como los méaximos comunes divisores son positivos, se tiene que (a,b) = (b, 7).

Ejemplo

En este ejemplo vamos a encontrar el maximo comun divisor de 360 y 84 utilizando
el algoritmo de la division.

Primeramente hacemos la divisién de casita y encontramos que 360 = 84(4) +
24, por lo que (360,84) = (84,24); luego hacemos la division de 84 entre 24 y
obtenemos 84 = 24(3) + 12, por lo que (84, 24) = (24, 12). Ahora, como 12 divide
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a 24, se tiene que (24, 12) = 12. Es decir que (360, 84) = 12.

2.2. Preguntas de aritmética, nivel 1

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N1, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 1, del Examen selectivo 2,
Problema 3. En el caso de los problemas correspondientes a la 2. OMMEB se omite el
numero de examen y el nivel, puesto que se utilizé solo un examen selectivo para todos
los niveles.
El nivel 1 en la OMMERB refiere a cuarto y quinto grados de primaria.

2.2.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 2.1. (4. OMMEB-Ver., N1, E1, P1). Mariana quiere cambiar un foco fundido
en su casa. El foco esta colgado a 24 centimetros por abajo del techo y el techo esta a
una altura de 2.5 metros por arriba del piso; Mariana mide 1.45 metros y puede alcanzar
objetos que estén a 45 centimetros por arriba de su cabeza estirando sus brazos. Si
parada en un banco ella puede alcanzar de manera justa el foco, ;qué altura tiene el
banco?

(a) 34 cm
(b) 36 cm
(c) 38 cm
(d) 39 cm
(e) Ninguna de las anteriores

Problema 2.2. (5. OMMEB-Ver., N1, E1, P1). La pifata de la fiesta de Marcos esta
conformada por un pentagono regular y cinco triangulos equilateros como picos sobre
cada lado del pentagono. Si el perimetro del pentagono mide 120 cm, ¢ cuanto mide el
perimetro de toda la pinata?

(e) Ninguna de las anteriores

Problema 2.3. (3. OMMEB-Ver., N1, E2, P3). Un rectangulo tiene el doble de largo que
de ancho, y sus lados miden una cantidad entera de metros. ;,Cual de las siguientes
opciones no puede ser igual al area del rectangulo?
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a) 32 metros cuadrados

b) 92 metros cuadrados

d

(a)

(b)

(c) 98 metros cuadrados
(d) 162 metros cuadrados
(

e) Ninguna de las anteriores

Problema 2.4. (4. OMMEB-Ver., N1, E2, P2). El grillo Pepe se encuentra saltando en
una escalera muy larga. Por cada salto que da cambia de un escal6n a otro y siempre
se mueve en el orden siguiente: salta tres veces hacia adelante y una vez hacia atras, y
luego repite ese mismo orden de saltos. Los escalones estan coloreados de la siguiente
manera: rojo, azul, amarillo, verde y anaranjado; después se repiten los colores en el
mismo orden. Si inicialmente Pepe esta en un escalon rojo, ;,de qué color es el escalon
en el que queda después de 2020 saltos?

a) Rojo
b) Azul
Amarillo

Verde

)
)
)
d)

(
(
(c
(
(e) Anaranjado

Problema 2.5. (5. OMMEB-Ver., N1, E2, P2). Un estudiante sumo correctamente los
dos numeros de dos digitos que estan a la izquierda del pizarron y obtuvo como res-
puesta 137. ;Qué respuesta obtendra sumando los dos nimeros de cuatro digitos que
estan a la derecha del pizarrén?

(a) 13737
(b) 13837
(c) 14747
(d) 23737
(e) Ninguna de las anteriores

Problema 2.6. (4. OMMEB-Ver., N1, E3, P2). Si la multiplicacién de dos numeros
enteros positivos, que son multiplos de siete y estan formados por dos digitos, es igual
a 7007, ¢ cuanto vale su suma?
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(a) 168
(b) 49
(c) 143
(d) 160

(e) Ninguna de las anteriores

2. 2. 2. Preguntas abiertas

Problema 2.7. (2.* OMMEB-Ver., P4). Moénica multiplicé correctamente dos nimeros
de dos digitos en una hoja de papel. Luego puso unas calcomanias encima de tres
digitos, como se muestra en la figura. ; Cuél es la suma de los tres digitos que quedaron
tapados?

H: «~ 2l - 312

Problema 2.8. (2. OMMEB-Ver., P12). Maria escribié en su cuaderno una lista de
nameros primos menores que 100. Se dio cuenta que al hacerlo escribié exactamente
una vez cada uno de los digitos 1, 2, 3, 4 y 5, y ningun otro. ¢ Cual de los siguientes
numeros primos 2, 5, 31, 41, 53, debe estar forzosamente en su lista?

Problema 2.9. (2. OMMEB-Ver., P13). Victor escribié los nimeros enteros del 1 al 9,
uno en cada cuadro de la cuadricula. Luego, calculé la suma de los enteros por cada
uno de los renglones y de las columnas. Cinco de los resultados que obtuvo son 13, 14,
15,16 y 17, en algun orden. ¢ Cual es el sexto resultado?

Problema 2.10. (4. OMMEB-Ver., N1, E1, P7). En su entrenamiento Diana, Carlos
y Francisco corren en una pista circular; Diana tarda 10 minutos en dar una vuelta
completa a la pista, mientras que Carlos y Francisco tardan 12 y 8 minutos, respec-
tivamente. Si salen simultaneamente y el entrenamiento se acaba cuando vuelven a
pasar los tres por la linea de meta al mismo tiempo, ¢,cuanto tiempo en minutos dura el
entrenamiento?

Problema 2.11. (4. OMMEB-Ver., N1, E1, P8). El gato de Fatima cada mafnana come
un tercio del contenido de una lata de comida para gato y un cuarto cada tarde. Antes
de alimentarlo el lunes por la manana, Fatima abri6 una caja que contenia 6 latas de
comida. ¢ En qué dia de la semana el gato termin6 de comer toda la comida que tenian
las 6 latas de la caja?
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Problema 2.12. (5. OMMEB-Ver., N1, E1, P6). ;Cuantos enteros positivos divisibles
por 10 son cuadrados perfectos menores que 20217

Observacion. Se dice que un nimero entero positivo n es un cuadrado perfecto si es
el resultado de elevar al cuadrado algin numero entero positivo, es decir, n = m2 =
m X m, con m entero positivo. Por ejemplo, 16 es un cuadrado perfecto, puesto que
16 =42 =4 x 4.

Problema 2.13. (4. OMMEB-Ver., N1, E2, P4). Calcula el valor del producto siguiente:

(o) (eg) < (5) < () () < ()

Problema 2.14. (4. OMMEB-Ver., N1, E2, P6). Si la suma de cuatro nimeros positivos
impares consecutivos es igual a 24, 4cual es el producto de esos cuatro nimeros?

Problema 2.15. (4. OMMEB-Ver., N1, E2, P7). En una imprenta forman un libro de
500 péaginas con 125 hojas, colocando una encima de otra y doblandolas todas juntas
por la mitad. Al momento de encuadernar uno de los libros, por error no se le puso la
hoja que tenia la pagina con el nimero 100. ¢ Cuales otras paginas no aparecieron en
ese libro?

Problema 2.16. (3. OMMEB-Ver., N1, E3, P1). Hay tres bolsas, la primera con canicas
amarillas, la segunda con canicas rojas y la tercera con canicas verdes. Ulises saca una
canica de la primera bolsa, dos canicas de la segunda bolsa, tres canicas de la tercera
bolsa, cuatro canicas de la primera bolsa y asi sucesivamente hasta pasar cinco veces
por cada bolsa. Si al final en la primera bolsa hay una canica amarilla, en la segunda
bolsa hay dos canicas rojas y en la tercera bolsa hay tres canicas verdes, ;cuantas
canicas rojas habia inicialmente?

Problema 2.17. (3. OMMEB-Ver., N1, E3, P3). Ulises tiene siete dados. Toma uno y
pega los otros seis a este, de manera que coincide el numero de puntos de las caras
pegadas. ¢ Cuanto suman los puntos que quedan en la superficie visible?

Problema 2.18. (4. OMMEB-Ver., N1, E3, P4). Encuentra el digito de las unidades de
la suma siguiente:

221 1992 4 993 4+ 994 1 995 4 996 4 997 1 998 | 999 4 9910

I

Observacion. El simbolo n* significa elevar el nimero n al exponente k, es decir,

nk:nxnx---xn.
N————

k veces
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Problema 2.19. (4. OMMEB-Ver., N1, E3, P7). En un pizarrén se escriben los nimeros
multiplos de 3, desde 3 hasta 63:

3,6,9,...,63.
Una persona va cambiando los numeros de la siguiente forma:
= Elige arbitrariamente tres nimeros del pizarrén y los borra.

m Posteriormente escribe el resultado de sumar los tres nimeros escogidos vy le
resta 2 unidades.

La persona contindia con el proceso anterior hasta que queda solo un nimero.
(a) ¢Elnumero que queda al final depende de la forma en que se escojan los nimeros?

(b) ¢Siempre queda el mismo nimero? En caso de que asi sea, ¢cual es el nimero
que queda al final?, spor qué?

Problema 2.20. (5. OMMEB-Ver., N1, E3, P4). Considera los nimeros M y N cuyos
valores estan dados por

= o-2)o-3) (-2) (-8) o-2) (-2
e D66

4 M—N o
¢Cual es el valor de =~

Problema 2.21. (3. OMMEB-Ver., N1, E4, P7). Seis hermanos comienzan a ducharse
para ir a la escuela, a partir de las 7 de la mafnana. En la casa hay dos bafnos en total y
nunca hay mas de una persona en el mismo barno. Cada uno de los hermanos estuvo
en el bano durante 8, 10, 12, 17, 21 y 22 minutos, respectivamente. ;A qué hora fue lo
mas temprano que pudieron terminar de banarse los seis hermanos?

Problema 2.22. (3. OMMEB-Ver., N1, E4, P8). Varios piratas se reparten un cofre
con monedas de oro, de manera que a cada uno le toca la misma cantidad. Si hubiera
cuatro piratas menos, a cada quien le tocarian 10 monedas mas. Si hubiera 50 monedas
menos, a cada pirata le tocarian 5 monedas menos que en el reparto original.  Cuantas
monedas se repartieron en total?

Problema 2.23. (4. OMMEB-Ver., N1, E4, P2). Considera la sucesion de nimeros
enteros
3,8,5,6,7,4,...

Cada término de la sucesioén, a partir del cuarto, se obtiene de los tres anteriores,
sumando los dos primeros y restando el tercero, por ejemplo, 6 = 3+8—5,7 = 8+5—6,
4=5+6—17,etc. ;Cudl es el término que esta en la posicion 20207

Observacion. Los términos de la sucesién pueden tomar valores positivos, negativos
0 cero.
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2.3. Preguntas de aritmética, nivel 2

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N2, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 2, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 2 en la OMMEB refiere a sexto grado de primaria y primer ano de secundaria.

2.3. 1. Preguntas de opcion multiple

Problema 2.24. (4. OMMEB-Ver., N2, E1, P1). Antes de participar en un concurso de
matematicas, 110 estudiantes fueron a una papeleria a comprar un lapiz para cada uno
y entre todos pagaron la cantidad de $1, X20.00. ¢ Cual es el valor del digito X que
falta, si aportaron cantidades iguales?

(@ X =1
(b) X =2
() X =3
(d X =4
(e) Ninguno de los anteriores

Problema 2.25. (4. OMMEB-Ver., N2, E1, P3). Daniela tiene una cantidad muy grande
de cubos que le dieron sus papas como regalo de cumpleanos y con los cuales forma
octagonos como los que aparecen en las figuras. En el primero, los lados horizontal y
vertical estan formados por dos cubos cada uno y las diagonales por un solo cubo; este
octagono tiene un tamano de altura 6. A partir del anterior, va agregando cada vez dos
cubos més en los lados horizontal y vertical, y uno mas en cada diagonal para obtener
octagonos de mayor tamano de altura; por ejemplo, el segundo octagono que tiene 10
de altura. ¢Cuantos cubos necesitard Daniela para formar un octagono cuyo tamano
de altura sea 20207

(a) 4040 cubos
(b) 6054 cubos
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(c) 8076 cubos
(d) 8080 cubos
(e) Ninguno de los anteriores

Problema 2.26. (3. OMMEB-Ver., N2, E2, P2). ; Cuantos nimeros de tres cifras hay,
si cada una de las cifras debe ser diferente y el producto de las tres cifras es 567.

(a) 6 numeros

(b) 2 nimeros

(c) 18 nimeros

(d) 19 ndmeros

(e) Ninguno de los anteriores

Problema 2.27. (5. OMMEB-Ver., N2, E2, P3). A cada unadelasletrasa, b, c,dy e se
le asigna el valor de un digito, de forma que el nimero X de seis digitos escrito como
X = 2abcde cumple que, al multiplicarlo por 3, se obtiene el nUmero Z de seis digitos
Z = abcede2. ;Cudleselvalordea +b+c+d+ e?

2. 3. 2. Preguntas abiertas

Problema 2.28. (3.” OMMEB-Ver., N2, E1, P10). Los siete digitos del nimero telefonico
aaabbbb se suman y se obtiene el nimero de dos digitos ab. s Cuanto vale a + b?

Problema 2.29. (5. OMMEB-Ver., N2, E1, P5). ;Cuantos niumeros enteros positivos
de cinco cifras cumplen que no son mudltiplos de 5 y que, al eliminar las Ultimas dos
cifras, queda un nimero que es un cubo perfecto?

Observacion. Se dice que un nimero entero positivo n es un cubo perfecto si es el
resultado de elevar al cubo algun nimero entero positivo, es decir,

n=m3=mxmxm,

con m entero positivo. Por ejemplo, 64 es un cubo perfecto, puesto que 64 = 43 =
4 x4 x 4.

Problema 2.30. (3. OMMEB-Ver., N2, E2, P5). ; Cuantos ceros hay al final del nimero
que se obtiene de multiplicar 500 veces el nimero 5007

500 x 500 x --- x 500

500 veces
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Problema 2.31. (4. OMMEB-Ver., N2, E2, P5). Usando cuatro digitos a, b, c y d dife-
rentes de cero se forman los nimeros de dos cifras ab, bc, cd y da. Si ab+bc+cd+da =
154, scuanto vale lasumaa + b+ ¢+ d?

Observacidén. Se denota a un nimero de dos cifras por zw, donde z y w son digitos,
con z distinto de cero; por ejemplo, 35 es un niumero de dos cifras pero 07 no lo es.

Problema 2.32. (5. OMMEB-Ver., N2, E2, P6). Rafa perdié la contrasefa de su compu-
tadora, solo recuerda que es un nimero de nueve digitos, de la forma X = aaabbbccc,
tal que si sumaba todos sus digitos se formaba el nimero Y de dos digitos; de la forma
Y = de, tal que d es el promedio de a y b, mientras que e es el promedio de a y c.
Encuentra la cantidad de posibles contrasenas que cumplen estas condiciones.

Problema 2.33. (5. OMMEB-Ver., N2, E2, P7). ; Cuanto vale la suma de cuatro nime-
ros consecutivos, si el valor del producto de ellos es 1413720 = 23 x 3% x5x7x11x17?

Problema 2.34. (3. OMMEB-Ver., N2, E3, P3). ;Cuantos nimeros de cinco digitos
son divisibles por 3 y tienen a 26 como sus dos Ultimos digitos?

Problema 2.35. (5. OMMEB-Ver., N2, E3, P3). En un cuaderno Lourdes escribid seis
ndmeros enteros positivos, tales que el producto de los dos nimeros mas pequenos
es 8, el producto de los dos més grandes es 72 y el producto los dos nimeros que no
son ni los mas pequefos ni los mas grandes es 30. ¢ Cuanto vale la suma de todos los
ndmeros que Lourdes escribio en el cuaderno?

Problema 2.36. (5. OMMEB-Ver., N2, E3, P4). Considera los niumeros M y N cuyos
valores estan dados por

w3 (= YYD )
e D66

¢Cuél es el valorde M — N?

Problema 2.37. (5. OMMEB-Ver., N2, E3, P5). ;Cuantos nimeros de cuatro cifras
son divisibles por 12, tales que cumplen que todos sus digitos son pares y diferentes?

Problema 2.38. (5. OMMEB-Ver., N2, E3, P7). En la siguiente suma cada digito esta
representado por una letra con A, D # 0, ;cuéles son los digitos que representan las
letras By C, respectivamente?
A B C D
+ D B C A
EF EF FEF FE FE
Problema 2.39. (3.* OMMEB-Ver., N2, E4, P3). Héctor escribio, sin repetir, los nimeros
del 1 al 9 en las celdas de una cuadricula de 3 x 3, de forma que cada celda contiene un
digito; escribié los nimeros 1, 2, 3 y 4 como se muestra. Dos nimeros se consideran
vecinos si sus casillas comparten un lado. Después de llenar toda la cuadricula, Héctor

se dio cuenta de que la suma de todos los vecinos de 9 es 15. Cual es la suma de
todos los vecinos de 8?
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1 3

2 4

Problema 2.40. (3. OMMEB-Ver., N2, E4, P4). Octavio tiene cien tarjetas numeradas
del 1 al 100. ¢Cual es la mayor cantidad de tarjetas que puede escoger, de tal manera
que el producto de las que escoja no sea multiplo de 187?

Problema 2.41. (3. OMMEB-Ver., N2, E4, P5). ;Cual es la suma de los digitos de

111...11 x1017?
—

2019

Problema 2.42. (4. OMMEB-Ver., N2, E4, P3). Encuentra el nimero mas pequefo de
cuatro digitos, tal que:

m El producto de los dos primeros digitos es igual a la suma de los ultimos dos.

= El producto del segundo y tercer digitos es igual a la suma del primero y altimo
digitos.

Problema 2.43. (4. OMMEB-Ver., N2, E4, P6). Sea x un nimero entero positivo de
cuatro digitos, de la forma x = 4alb, tal que es divisible por 12, ¢cuantos nimeros
cumplen estas condiciones?

2.4. Preguntas de aritmética, nivel 3

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N3, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 3, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 3 en la OMMERB refiere al segundo ano de secundaria.

2.4.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 2.44. (4. OMMEB-Ver., N3, E1, P1). Si a y b son nimeros enteros, ¢ cual
de los incisos es imposible, si el siguiente nimero es par?

a? + b
(a) ay bson pares
(b) ay bsonimpares
(c) a4+ bespar
(d) a+ besimpar

(e) Ninguno de los anteriores
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Problema 2.45. (4. OMMEB-Ver., N3, E1, P2). ; Cuél de los incisos puede ser el valor
de Z, silos siguientes dos nimeros de siete digitos son multiplos de 37

74X52Y1, 326XY4Z.

(e) Ninguno de los anteriores

Problema 2.46. (4. OMMEB-Ver., N3, E1, P3). Un niumero de dos digitos es tal que
el producto de sus digitos mas la suma de sus digitos es igual al nimero. ¢Cual es el
digito de las unidades del nimero en cuestién?

(@) 3
(b) 5
() 7
(d) 9
(e) Ninguno de los anteriores

Problema 2.47. (3. OMMEB-Ver., N3, E2, P2). Sea n el nUmero mas grande tal que
la suma de sus digitos es 2019 y sea m el nUmero mas pequeno, tal que la suma de
sus digitos es 2019, ¢cudl es el resultado de la suma de los digitos de s = n — m?

(@) 2019
(b) 1008
(c) 2025
(d) 4038
(e) Ninguno de los anteriores

Problema 2.48. (4. OMMEB-Ver., N3, E3, P2). En una lista se ponen los numeros del
1 al 200:

123456 789 10 11 --- 198 199 200.

Entre los nimeros se colocan signos de suma en los que no son multiplos de 5 y signos
de resta en los que si lo son, ¢4cual es el resultado de la cuenta establecida?

14+243+4-5+6+7+8+9—10+11+ -+ 198 + 199 — 200.
(@) 15800
(b) 11900
(c) 13540
(d) 10260
(e)

e) Ninguno de los anteriores
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2.4.2. Preguntas abiertas

Problema 2.49. (3. OMMEB-Ver., N3, E1, P8). En algunas cajas se empacaron 60
manzanas y 60 peras, de manera que cada caja tiene la misma cantidad de manzanas
y no hay dos cajas que tengan el mismo nimero de peras (aunque podria haber una
caja sin peras). ¢ Cual es el maximo nimero de cajas que pudieron haberse usado?

Problema 2.50. (3. OMMEB-Ver., N3, E1, P10). ;Cuantos enteros positivos n son
tales que su divisor mas grande (sin tomar en cuenta al mismo n) es n — 67

Problema 2.51. (4. OMMEB-Ver., N3, E1, P10). Encuentra todos los nimeros de tres
cifras tales que el residuo que queda al dividirse entre 5 sea 4, el residuo al dividirse
entre 6 sea 5 y el residuo al dividirse entre 7 sea 6.

Problema 2.52. (5. OMMEB-Ver., N3, E1, P5). ;Cuantos nimeros enteros positivos
de cinco cifras hay que no son multiplos de 4 y que al eliminar las primeras dos cifras
queda un numero que es un cubo perfecto?

Observacion. Se dice que un numero entero positivo n es un cubo perfecto si es el
resultado de elevar al cubo algun nimero entero positivo, es decir,

n=m3=mxmxm,

con m entero positivo. Por ejemplo, 64 es un cubo perfecto, puesto que 64 = 43 =
4 x4 x4.

Problema 2.53. (5. OMMEB-Ver., N3, E1, P7). Tofo escribe en tarjetas los nimeros
de tres digitos tales que sus digitos suman 8. Luego, en una bolsa coloca los nimeros
tales que cumplen las siguientes condiciones:

= Los numeros no contienen al digito cero.
m El digito de las unidades entre todos los nimeros es diferente uno de otro.
m El digito de las decenas entre los nimeros es distinto.
= También el digito de las centenas entre los nimeros difiere.
¢ Cual es la mayor cantidad de tarjetas que puede tener en la bolsa?

Problema 2.54. (3. OMMEB-Ver., N3, E2, P6). Si Esteban coloca en forma consecu-
tiva los nimeros pares, iniciando con el 2, uno inmediatamente después del otro, ¢ cual
es el digito que se encuentra en la posicion nimero 1007?

Problema 2.55. (4. OMMEB-Ver., N3, E2, P6). Encuentra el digito de las unidades de
la siguiente suma:

2022% + 20222 + - .- + 20222021 4 20222022,

Problema 2.56. (4. OMMEB-Ver., N3, E2, P7). Ivan eligi6 tres digitos distintos entre si
y diferentes de cero, tales que su suma es 11; luego escribi6 todos los nimeros de tres
cifras que se forman con los digitos que eligio (sin repeticiones). ¢ Cual es el resultado
de sumar todos los nimeros de tres cifras que Ivan pudo haber construido con el criterio
anterior?
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Problema 2.57. (5. OMMEB-Ver., N3, E2, P7). Jesus dice que un nimero es vera-
cruzano si la suma de sus digitos es divisible por el nimero de digitos mas uno. Por
ejemplo, el 2021 es veracruzano yaque 2+ 0+ 2 + 1 = 5 es divisible por 5 = 4 4 1.
¢ Cuantos nimeros veracruzanos hay menores a 1000?

Problema 2.58. (3. OMMEB-Ver., N3, E3, P3). ;Cual es el digito de las unidades del
ndmero que se obtiene de realizar la siguiente operaciéon?

g2l _ 720 _ (19

Problema 2.59. (4. OMMEB-Ver., N3, E3, P5). En cada uno de los asteriscos de la
expresion 1+ 3% 5% 7% 9 se colocara un signo + (de suma) o un signo x (de producto).
Si N es el valor mas grande que podemos obtener haciendo esas sustituciones en la
expresion, ¢cual es el nimero primo impar mas pequefio que divide a N?

Problema 2.60. (4. OMMEB-Ver., N3, E3, P7). En la siguiente suma de tres nimeros
de tres digitos, cada letra representa un digito (siempre el mismo), y letras distintas
representan digitos distintos. Si ninglin nimero empieza con cero, ¢cuales son todas
las posibles soluciones de la suma?

+

/N NI N
sv/levRuviivy
Qaaaq

Problema 2.61. (5. OMMEB-Ver., N3, E3, P5). Considera los numeros M y N cuyos
valores estan dados por

() (=D (D D - (- D D - (3 (03
V= (- 63 (D) - (n-2)

; Cua Mo
¢Cual es el valor de 477

Problema 2.62. (5. OMMEB-Ver., N3, E3, P7). Considera todos los nimeros de cinco
digitos distintos entre si, tal que el segundo digito es 2 y el cuarto es 4, ¢cuantos
numeros son multiplos de 367

Problema 2.63. (4. OMMEB-Ver., N3, E4, P4). Considera la sucesion de nimeros
enteros

2016,2017,2018, 2019, 2020, 2012, . . .

Cada término de la sucesién, a partir del sexto, se obtiene de los cinco anteriores,
sumando los tres primeros y restando los dos ultimos. Por ejemplo, el sexto término
es 2016 + 2017 + 2018 — 2019 — 2020 = 2012, y el séptimo término es 2017 +
2018 4+ 2019 — 2020 — 2012 = 2022. Encuentra los términos que se encuentran en las
posiciones 2020, 2021 y 2022.
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2.5. Soluciones a los problemas de aritmética
2.5.1. Nivel 1

Solucion del problema 2.1. La respuesta es (b).

Se suma la altura de Mariana a la altura que cuelga el foco y la altura que alcanzan
los brazos de ella, es decir 145 + 24 4 45 = 214 centimetros. Como 2.5 m es igual a
250 cm, entonces el banco debe tener una altura de 250 — 214 = 36 centimetros.

Solucion del problema 2.2. La respuesta es (a).

Como el pentagono es regular tenemos que todos sus lados son iguales, por lo que
cada lado debe tener longitud % = 24. Por otro lado, al ser triangulos equilateros los
picos de la pinata, se tiene que sus lados son iguales, y al compartir un lado con el
pentagono cada uno de sus lados mide 24. Luego, el perimetro de la pifiata es la suma
de todos los lados de los picos que no comparten lado con el pentagono, es decir, diez
lados. Por lo tanto, el perimetro de la pifiata mide 10(24) = 240 cm.

Solucion del problema 2.3. La respuesta es (b).

Sea z la medida del ancho y 2z la medida del largo, como el area del rectangulo
esta dada por x - 22 = 222, debemos fijarnos en cual de las opciones no cumple que al
calcular su mitad, lo que queda es un cuadrado perfecto. Notemos que la mitad de 92
es 46, el cual no es un cuadrado perfecto.

Solucion del problema 2.4. La respuesta es (a).
Inicialmente Pepe da tres saltos hacia enfrente y uno hacia atras; realmente solo
avanza dos escalones. Asi que después de 2020 saltos avanza

2020
—— = 1010
2
escalones. Notemos que los escalones coloreados de rojo se repiten cada cinco es-
calones, como comienza en un escalén rojo y 1010 es multiplo de 5, termina en un
escalon rojo.

Solucion del problema 2.5. La respuesta es (b).

De la primera suma tenemos que B+ D =70 B + D = 17. En el primer caso se
debe tener que A+C = 13, mientras que en el segundo A+C' = 12. En cualquier caso
la suma de los numeros de la derecha debe terminar en 37 y el digito de las centenas
debe ser 8, puesto que se llevaria 1 de sumar C + A. Notamos también que, tanto en el
casoenque B+ D = 7como enelque B+ D = 17, la suma en las centenas agrega
a la de los millares lo mismo que se tenia originalmente al pasar de las unidades a las
decenas y, como en los millares hay que sumar también A con C, la suma se completa
con 13 a la izquierda, dando finalmente el resultado de 13837.

Otra solucién. De la primera suma tenemos que 104 + B + 10C + D = 137. La
segunda suma se puede desarrollar como: 102(10A + D + 10C + B) + (10C + B +
104 + D) = 10% x 137 + 137 = 13700 + 137 = 13837.

Solucion del problema 2.6. La respuesta es (a).
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Notemos que 7007 = 7 x 7 x 11 x 13. Como queremos que ambos nimeros sean
multiplos de 7, entonces dichos numeros son

7x 11 =177,
7 % 13 = 91,

cuya suma es 168.

Solucidn del problema 2.7. Escribamos A, B y C en lugar de los nimeros tacha-
dos, de forma que la operacion quede A3 x 2B = 3C2, donde debemos sustituir A,
By C por digitos. Observemos que la Unica posibilidad para que el resultado de la
multiplicacién termine en 2 es sustituir B por 4. Como el Unico multiplo de 24 entre
300 y 399 es 312, tenemos que C debe sustituirse por 1. Finalmente, A debe susti-
tuirse por 1 para que la operacién esté correcta. La suma de los nimeros tachados es
A+B+C=14+4+1=6.

Solucion del problema 2.8. Como ningin nimero primo puede terminar en 4, uno de
los nimeros de la lista debe ser de dos cifras y empezar con 4, es decir, debe ser 41
0 43. Si 43 esta en la lista, con los nimeros restantes no hay posibilidad de escribir
ningun ndmero primo que contenga al 1 porque 21 y 51 no son primos, y 31 repetiria el
3 con 43. Asi que 41 debe estar en la lista, y esta se puede completar, por ejemplo, con
2,3y5.

Solucion del problema 2.9. Si sumamos los resultados de los renglones y los resulta-
dos de las columnas obtenemos dos veces la suma de los numeros del 1 al 9, es decir,
90. Como entre los cinco resultados que se mencionan la suma es 71, el resultado fal-
tante debe ser 15. En la siguiente figura se muestra una posibilidad del acomodo en el
que aparecen las sumas mencionadas.

1817
31516
91412

Solucion del problema 2.10. Para que pasen simultdneamente por la linea de meta,
deberan hacerlo en algun multiplo de los minutos que tardan en dar la vuelta. Como
120 es el minimo comudn mudltiplo de 8, 10 y 12, entonces, la primera vez que vuelven a
estar juntos en la linea de meta es a los 120 minutos.

Solucién del problema 2.11. En un dia el gato come 1 + 1 = L de una lata de

comida. Asi que se acaba la comida en 5~ = 7—72 es decir, en mas de 10 dias pero en

12
menos de 11 dias, por lo tanto, se termina las latas el jueves.

Solucion del problema 2.12. La respuesta es 4.
Como los nimeros que estamos buscando son divisibles por 10, entonces deben
ser de la forma (10n)?2, de donde

0 < (10n)? < 2021,

asi, 0 < 100n? < 2021, que es equivalente a la siguiente desigualdad

2021
<n?<|=—=—=| =20
0—”-—{moJ
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De lo anterior, n solo puede tomar los valores de 1, 2, 3, 4, por lo tanto, solo hay cuatro
numeros que cumplen el problema.

Solucion del problema 2.13. Notemos que el anterior producto es igual al siguiente

producto
3 5 7 9 11 13
—Ix|=x|=]xl=z]x—=—|x|—],
1 3 5 7 9 11
por lo que el producto es igual a 13.

Solucion del problema 2.14. Sean n, n+2, n+4, n+6 los nimeros que menciona el
problema, asi 4n + 12 = 24, de donde n = 3y, en consecuencia, los demas nimeros
son 5, 7y 9. Por lo tanto, el producto es igual a 945.

Solucion del problema 2.15. La primer hoja contiene las paginas 1 y 2, junto con la
499 y la 500. La siguiente hoja contiene las paginas 3, 4 y 497, 498, mientras que la
tercera contiene a las 5, 6 y 495, 496. En general, si el nUmero n es impar y menor que
125, tenemos que en la hoja correspondiente aparecen, ademas, el nimero par n + 1
y las paginas 500 — n y la 500 — (n — 1). Como 100 es menor que 125, tenemos que
en la hoja con la pagina 100 debe aparecer la pagina 99; también aparecen las paginas
500 — 99 = 401 y 500 — 98 = 402. Por lo tanto, adicional a la pagina 100, tampoco
aparecieron en el libro las paginas 99, 401 y 402.

Solucion del problema 2.16. La respuesta es 42 canicas rojas.
Enlistemos la cantidad de canicas que sacamos de cada bolsa en cada ronda

A:1,4,7,10,13
R:2,5,8,11,14
V :3,6,9,12,15

Por lo que se sacaron 2 + 5 + 8 + 11 + 14 = 40 canicas rojas, pero quedaron dos
canicas rojas; por tanto, inicialmente habian 42 canicas rojas.

Solucion del problema 2.17. La respuesta es 105 puntos.
Si consideramos los seis dados que estan alineados, los puntos que suman son
6(6+5+4-+3+2+1) = 6 (57) = 126. Por otro lado, los puntos que quedan pegados

al dado del centro suman % = 21. Entonces, la suma buscada es 126 — 21 = 105.
Solucion del problema 2.18. Notemos que nuestro problema es equivalente a encon-
trar el digito de las unidades de la suma

2 422 423 4 26 427 128 429 4210,

Por lo tanto, el digito de las unidades de cada elemento de la suma forma la secuencia
2,4,8,6,2,4,8,6,2,4; luego, al sumarlos, obtenemos que el digito de las unidades
es 6.

Solucion del problema 2.19. Al inicio tenemos 21 nimeros y, en cada movimiento,
la cantidad de numeros escritos en el pizarron se reduce 2; por lo que en 10 pasos
nos quedaremos con un nimero. Notemos ahora que la suma inicial de los niumeros
es 3(1 +2+---4+21) = 3(21)(11) = 693 y, en cada paso, se va restando 2 a la
suma de los nimeros que habia escritos en el pizarrén, por lo que quedara el nimero
693 — 10(2) = 673.
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Solucion del problema 2.20. La respuesta es 719.
Notemos que

- () -3) (o) o) o) (o

=(1x2x3x4x5x6)N
= T20N.

Por lo tanto,
M — N _ 720N — N _ 719N

N N N

Solucion del problema 2.21. En total, los seis hermanos tardaron 90 minutos en
banarse, de modo que el bafio ocupado mayor tiempo fue durante 45 minutos o mas.
Con los tiempos que nos da el enunciado podemos ver que la menor suma, mayor 0
igual a 45, es 46, asi que a las 7:46 horas es lo mas temprano que pudieron terminar
de banarse.

= 719.

Solucion del problema 2.22. Notemos que quitar 50 monedas del total seria o mismo
que quitarle 5 monedas a cada pirata, tenemos que hay % = 10 piratas. Si no estu-
vieran 4 piratas, los otros 6 piratas recibirian 10 monedas mas, asi que estos 4 piratas
recibieron 6 x 10 = 60 monedas, por lo que cada pirata recibio % = 15 monedas. En
total hay 10 x 150 = 150 monedas.

Solucion del problema 2.23. Veamos que los términos de la sucesion 3, 8, 5, 6, 7,
4, 9,..., que estan en las posiciones impares forman una sucesién que se obtiene
sumando de dos en dos, a partir del 3; esta sucesion es creciente. En las posiciones
pares se forma una sucesion que se obtiene restando de dos en dos, a partir de §;
dicha sucesion es decreciente. Como 2020 es par, entonces, estamos en el segundo
caso. Notemos que en la posicién 2n tendremos el nimero 8 — 2(n — 1). Luego, en la
posicién 2020 estara el nimero

8 —2(1010 — 1) = 8 — 2(1009) = 8 — 2018 = —2010.

2.5.2. Nivel 2

Solucion del problema 2.24. La respuesta es (c).

Como todos pagaron la misma cantidad, entonces 110 debe dividir a 1, X 20, es
decir, 11 debe dividir a 1.X2. Un nimero es divisible por 11 si la diferencia entre la
suma de los digitos en posicién impar y la suma de los digitos en posicion par es
multiplo de 11. Luego, 1 + 2 — A es mdltiplo de 11, pero esta expresion no puede ser
igual o mayor que 11, ni puede ser un numero negativo, por lo que debe ser igual a 0,
asi A = 3.

Solucion del problema 2.25. La respuesta es (e).

Sea n el numero de etapa en el que formamos el octagono, notemos que la altura
esta dada por los 2n cubos horizontales, los n de las dos diagonales y 1 cubo de cada
lado vertical, es decir 2n + 2n 4+ 2 = 4n + 2. Luego, para un octagono de altura 2020
se tiene que 4n + 2 = 2020, es decir 4n. = 2018, pero 4 no divide a 2018; por lo tanto,
no es posible construir la figura.
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Solucion del problema 2.26. La respuesta es (e).
Como 56 = 7- 23, tenemos que 7 debe ser una cifra y el 22 se puede descomponer
como 1 X 8 0 2 x 4. Asi que tenemos dos casos:

m Las cifras son 1,7, 8, los seis numeros son: 178, 187, 718, 781, 817, 871.
m Las cifras son 2,4, 7, los seis numeros son: 247,274, 427,472,724, 742.
Por lo que en total hay 12 nameros.

Solucion del problema 2.27. La respuesta es (b).
Sillamamos Y al nimero formado por abcde, tenemos que 3(2-10°+Y) = 10-Y +2,
de donde Y = 85714. Asi, la suma buscada es 25.

Solucion del problema 2.28. La suma de los siete digitos es 3a + 4b. El nimero de
dos digitos ab se puede escribir como 10a + b. Asi, tenemos que 3a + 4b = 10 + b, de
donde 3b = 7a. Como a y b son digitos, entonces a = 3y b = 7, de donde a + b = 10.

Solucion del problema 2.29. La respuesta es 480.

Los cubos de tres digitos son 125, 216, 343, 512 y 729, los cuales pueden ser los
primeros tres digitos. Para los siguientes podemos tomar un digito cualquiera, pero para
que no sea multiplo de 5, el numero del Gltimo digito no debe ser cinco o cero, por lo
cual tenemos solo ocho posibilidades. Asi, el total de numeros son 6 x 10 x 8 = 480.

Solucion del problema 2.30. Como 500 = 5 x 100 = 5 x 10?, tenemos que cada
102 agrega dos ceros al final de la multiplicacion, por lo que la cantidad de ceros que
obtenemos es 500 x 2 = 100.

Solucion del problema 2.31. Notemos que ab = 10 - a + b. Luego,

154 = ab + bc + cd + da
=10-a+b+10-b4+c+10-c+d+10-d+a
=11-a+11-b+11-c+11-d
=11-(a+b+c+d),

_ 154 _
porloquea+b+c+d= 35 = 14.

Solucion del problema 2.32. La respuesta es 8.
Por hipotesis del problema tenemos que

a+b

2
a—+c

2

d=

e =

Ademas, tenemos que 3a+4b+ 3¢ = de = 10d+ e, es decir 3a+4b+ 3¢ = 10(“7*6) +
“TJ“C, lo que a su vez es equivalente a 5¢ = 5a + 2b. Notemos que 2b = 5(c — a), de
donde 5 debe dividir a 2b, como 5 y 2 son primos relativos, entonces 5 divide a b, y al
ser b un digito solo tiene como opcién ser 5 o 0.
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Si b = 0, tenemos que 5(¢ — a) = 0, por lo que a = ¢. Por otro lado, como d es
un digito y debe ser distinto de cero, aT*b = “T*O = % debe ser un nimero entero,
por lo que a debe ser par. De lo anterior hay cuatro posibilidades para el valor de a,
a=2,4,6,8.

Si b = 5, se tiene que 10 = 5(c — a), por lo que (¢ — a) = 2. Ademas, como
d= aT*b = “—;5 es entero, se tiene que a debe ser impar por lo que ¢ también. Luego,
solo es posible las siguientes parejas (a, ¢); (1,3), (3,5), (5,7), (7,9).

De los dos casos llegamos a que hay ocho posibles contrasenas.

Solucion del problema 2.33. La respuesta es 138.

Como los cuatro nimeros son consecutivos entonces 7, 11 y 17 corresponden a
la descomposicion en primos de ndmeros distintos. Notemos que uno de los nimeros
debe ser 34 = 2 - 17, pues si fuera 3 - 17 = 51, obligaria a que otro de los numeros
fuera 55 = 5 - 11 y, en consecuencia, tuvieramos 54 = 2 - 33 el cual no es posible
de construir. Por lo tanto, los tres nimeros restantes son nimeros mayores 0 menores
que 34, los cuales serfan 3-11 = 33, 7- 5 = 35, 22 - 32 = 36. La suma de estos cuatro
nameros es 138.

Solucion del problema 2.34. La respuesta es 300 nimeros.

Un namero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus digitos es divisible por 3.
De esta forma como 2 + 6 = 8, entonces abc26 es divisible por 3 si y solo si abc tiene
residuo 1 cuando se divide por 3. Como hay 900 nimeros de tres digitos, hay @ = 300
que tienen residuo 1 cuando se dividen por 3.

Solucion del problema 2.35. La respuesta es 34.

Tenemos dos opciones para los nimeros pequefos que estén entre las parejas
{1,8} 0{2,4}. Sifueran 1y 8, los deméas nimeros en el cuaderno necesariamente son
mayores que 8; sin embargo, 30 = 2-3 -5, por lo que en el cuaderno debe estar alguna
de las parejas {2, 15}, {3,10}, {5,6} o {1,30}. Cualquiera de las parejas anteriores
tiene por lo menos algin niumero menor que 8. Por lo tanto, los nimeros mas pequefios
son 2y 4; como los demas nimeros en el cuaderno deben ser mayores a 4, entonces,
la pareja de nimeros intermedios es ~£5, 6}.

Ahora, sabemos que 72 = 23 - 32, por lo que los nimeros mas grandes solo tie-
nen como posibilidad las parejas {8,9} o {6, 12}. Si la pareja de los mas grandes es
{6, 12}, entonces, entre los nimeros méas pequefos y los mas grandes solo se encuen-
tra el 5; por lo que solo tendriamos cinco nimeros. Luego, los nimeros mas grandes
son 8 y 9, en consecuencia, los nimeros restantes en el cuaderno son 5 y 6. Conclui-
mos que la suma de los niUmeros en el cuaderno es

24+4+5+6+8+9=34

Solucion del problema 2.36. La respuesta es 2070720.
Notemos que

(1) o) (o 2) (0

=(1x2x3x4x5%x6)N
= 720N.
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Por lo tanto, M — N = 720N — N = 719N.
Ademas, tenemos que

(D6 ) -2
-QOEEE)E)
HOHEHEE

= 2880
Concluimos que M — N = 719(2880) = 2070720.

Solucion del problema 2.37. La respuesta es 22.

Sea N = abcd un nimero que cumple las condiciones del problema, como N es
multiplo de 12 debe de ser divisible por 4 y 3.

Ahora, al ser divisible por 4 se cumple que 4 divide al nimero formado por los ultimos
dos digitos, es decir a cd. De esto Ultimo tendriamos que cd puede tomar los siguientes
valores 04, 08, 20, 24, 28, 40, 48, 60, 64, 68, 80, 84, pues los digitos de N son pares y
todos distintos.

Luego, para saber si N es divisible por 3, la suma de los digitos de N tiene que
ser un multiplo de 3, de esta forma N solo puede estar constituido por digitos de los
conjuntos {0,2,4,6} 0 {0,4,6,8}. Asi, los nimeros que cumplen con las condiciones
del problema son: 2604, 6204, 4608, 6408, 4620, 6420, 6024, 6240, 2640, 8640, 6840,
6048, 2460, 4260, 8460, 4860, 8064, 2064, 4068, 6480, 4680 y 6084, lo que nos da un
total de 22 numeros.

Solucion del problema 2.38. Larespuestaes B=0y C = 5.

Notemos que la suma de dos numeros de cuatro cifras esta entre 2000 y 19998.
Como el resultado de nuestra suma es un nimero de cinco cifras, quiere decir que el
primer digito de este nimero es 1, asi &/ = 1.

Por otro lado, D + A nos debe dar como resultado un nimero que termine en 1,
ademas de que no es posible que alguno de estos dos digitos sea 0 y 1 en algin orden
por hipétesis del problema. Luego, D + A = 11, por lo que 2C + 1 debe terminar en 1
también, con lo que 2C' = 0 o bien 2C' = 10.

Si C = 0, entonces 2B debe terminar en 1, pero eso no es posible, pues es un
numero par. Si C' = 5, entonces 2C' + 1 = 11, con lo que tendremos que 2B + 1
termina en 1, nuevamente tenemos dos opciones, que B = 0, o bien B = 5.

Si B =0, se cumple que 2B + 1 terminaen 1. Si B = 5, entonces 2B+ 1 =11y
A+ D = 12, pero esto no puede pasar, pues los digitos de la suma resultante deben
ser todos 1. Por lo tanto, los valores de By C son 0y 5, respectivamente.

Solucion del problema 2.39. La respuesta es 27.
Si el 9 estuviera en la casilla central la suma de sus vecinos seria 84+ 7+6+5 = 26
y no cumpliria que la suma de sus vecinos es 15, por lo que el 9 tiene que estar en
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alguno de los extremos y tener dos vecinos en las esquinas del cuadrado. La mayor
suma que se puede obtener con numeros de las esquinas es 3 + 4 = 7; como los
vecinos de 9 suman 15, la Unica posibilidad de que esto suceda es que el 9 sea vecino
de 3,4y 8. Luego, el 8 debe estar en la casilla central y sus vecinos son 5,6, 7y 9, que
suman 27.

Solucion del problema 2.40. La respuesta es 68 tarjetas.

Ya que 18 = 32 - 2, si escogiera dos mdltiplos de 3 o un mdltiplo de 9 tendria que
evitar elegir todos los nimeros pares, por lo que se quedaria con menos de 50 tarjetas.
Si escoge un multiplo de 3 que no sea mdltiplo de 9, el maximo nimero de cartas que
podemos escoger es 100 — 32 = 68, pues no tomamos los multiplos de 3 del 1 al 100.

Solucioén del problema 2.41. Tenemos que

111...11 x101 = 111...11 x100 + 111...11
— — —
2019 2019 2019
=111...1100+111...11

— —
2019 2019
=11222...2211.
[ —
2017

Por lo que la suma de sus digitos es 2(2017) 4+ 4 = 4038.

Solucion del problema 2.42. Sea abcd el nimero que buscamos, por el enunciado
sabemos que
ab=c+d, bc=a+d.

Si restamos la segunda ecuacioén de la primera tenemos que ab —bc =c+d — a — d,
de donde llegamos a que b(a — ¢) = ¢ — a, y con eso se tiene que (b — 1)(a — ¢) = 0.
Dedondeb=10a—c=0:

m Caso 1.Sib =1, tendriamos que a = c+dyc =a+d, porlotanto,a =cy
d = 0. Por lo que el nUmero mas pequeno que cumple con el problema es 1110.

= Caso 2. Si a = ¢, de la primera ecuacién tenemos que ab = a + d, de donde
a(b—1) = d. Como queremos el nimero mas pequefio, se requiere que el primer
digito sea lo mas pequeno posible, porloquea=1,b=1yd = 0.

Por lo tanto, 1110 es el nimero mas pequefo que podemos encontrar.

Solucion del problema 2.43. Para que un nimero sea divisible por 12 nos basta verifi-
car que sea divisible por 4 y 3. Si 4alb es divisible por 4, entonces 1b es divisible por 4,
con lo que tenemos que b = 2, o0 bien b = 6. Por otro lado, para que el niUmero sea
divisible por 3 se debe tener que la suma de sus digitos sea multiplo de 3, por lo que
tenemos los siguientes casos:

m Si b = 2, tenemos que el numero es de la forma 4a12 cuya suma de digitos es
44a+142 =7+ a, conlo que tenemos para a las opciones a = 2, a = 5,
a=S8.

= Sib = 6, entonces la suma de digitoses 4 +a + 1 + 6 = 11 4 a, de donde los
posibles valores de a son 1,4, 7.

Por lo tanto, hay seis nUmeros que cumplen esto.
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2.5.3. Nivel 3

Solucion del problema 2.44. La respuesta es (d).

Como a® + b? es par, entonces a® y b? son pares, o bien ambos niimeros son
impares. Por otro lado, a y b son pares, o bien ambos son impares, pues la raiz cuadrada
de un numero par resulta en un nimero par y la raiz cuadrada de un ndmero impar es
un numero impar. Por lo que a + b debe ser par y, por lo tanto, el inciso (d) es imposible.

Solucion del problema 2.45. La respuesta es (a).

Como son multiplos de 3, la suma de los digitos de ambos numeros debe ser multi-
plode 3,esdecir 7+4+ X +54+24+Y +1y34+2+6+4+ X +Y +4+ Z son multiplos
de 3. Notemos que 7+ 4 + 5 4+ 2 + 1 deja residuo 1 cuando lo dividimos por 3, por lo
que X + Y debe dejar residuo 2 cuando se divide por 3. Ahora, por otro lado tenemos
que 3+ 24 6+4 = 15 es divisible por 3, por lo que X +Y + Z es mdltiplo de 3 y como
X + Y deja residuo 2 al dividirse por 3, entonces Z deja residuo 1 cuando se divide
por 3. Por lo anterior, tenemos que Z puede ser 1, 4 o0 7, asi que la respuesta es (a).

Solucion del problema 2.46. La respuesta es (d).

Ya que es un nimero de dos digitos podemos expresarlo como 10a + b, donde a
y b son digitos. Del enunciado tenemos que 10a + b = a - b + a + b, que podemos
simplificar a 10a = a - b + a y factorizar esta como (10)a = (b + 1)a. Dividimos por a
y obtenemos que b + 1 = 10, por lo tanto, b = 9.

Solucion del problema 2.47. La respuesta es (c).

El nUmero mas grande que podemos formar con las condiciones del problema es el
que esta formado por 2019 cifras iguales a 1 y el mas pequefio es formado por un 3,
seguido de 224 cifras iguales a 9. Notemos que cuando realizamos la resta nos queda
un numero formado de la siguiente manera:

1---1 0711---12.
N—— N——
1793 cifras 223 cifras

Asi que la suma es 2016 + 9 = 2025.

Solucion del problema 2.48. La respuesta es (b).
Si la cuenta es igual a sumar todos los nimeros del 1 al 200 restandole dos veces
los multiplos de 5, tendriamos que

1+2434+4—-54+6+7+84+9—-10+11+--- 4198+ 199 — 200
=142+3+--- 419841994200 — 2(5+ 10 + 15 + - - - + 195 + 200)

200 40
= Z n—2 Z om
n=1 m=1
_(200)(201) . 5(40)(41)
2 2
=11900.

Solucion del problema 2.49. Como todas las cajas tienen la misma cantidad de man-
zanas, entonces 60 es divisible entre el nimero de cajas. La suma de 12 o mas enteros
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distintos es, al menos, 0+ 1+ 2+ ---+ 11 = 66; asi que el nimero de cajas es menor
a 12. El siguiente divisor de 60 menor que 12 es 10, y si es posible lograr la condicién
con los siguientes nimeros de peras para las cajas: 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 15.

Solucién del problema 2.50. Tenemos que 6 = n — (n — 6) y, como n — 6 es divisor
de n y de si mismo, tenemos que n — 6 es divisor de 6. Entonces, las posibilidades
paran — 6 son 1, 2, 3 y 6; de donde las posibilidades para n son 7,8,9 y 12. Ahora
revisamos en cada una de estas si n — 6 es el mayor divisor de n, lo cual solo ocurre
para 7,9y 12.

Solucion del problema 2.51. Sea x un nimero que cumple con lo que pide el proble-
ma, notemos que x + 1 es divisible por 5,6 y 7, es decir, es divisible por 5-6 - 7 = 210;
asi que los x que buscamos son mudltiplos de 210 disminuido una unidad. Del 101 al
999 hay tres multiplos de 210: 420, 630 y 840. Por lo tanto, los nimeros que cumplen el
enunciado son 209, 419, 629 y 839.

Solucion del problema 2.52. La respuesta es 270.

Los cubos de tres digitos son 125, 216, 343, 512 y 729, de los cuales descartamos
a 216 y 512 para que sean los ultimos tres digitos por el criterio de divisibilidad por 4.
Luego, los primeros dos digitos pueden ser cualesquiera mientras el primero no sea
cero, por lo que tenemos en total 3 x 9 x 10 = 270.

Solucion del problema 2.53. La respuesta es 4.

Los numeros que no contienen al digito cero y sus cifras suman 8 son: 611, 521, 512,
431,422,413, 341, 332, 323, 314, 251, 242, 233, 224, 215, 161, 152, 143, 134, 125, 116.
Veamos que a lo mas podemos tener 4 nimeros en la bolsa, tomando los nimeros 521,
332, 143, 215. Si hubieran 5 nimeros, la suma de los digitos de los niUmeros de la bolsa
seria 8(5) = 40 y al menos la suma de los digitos debe ser 3(1 +2+ 3+ 4+ 5) = 45,
lo cual no es posible. Por lo tanto, la mayor cantidad de tarjetas que puede tener en la
bolsa es 4.

Solucion del problema 2.54. Notemos que solo tenemos cuatro nimeros de un digito
y 5 X 9 nimeros pares de dos digitos, que nos dan un total de 90 digitos; luego, al
escribir el numero 98 tenemos 4 + 90 = 94 digitos escritos, por lo que nos faltan seis
digitos mas para encontrar el que queremos. Entonces, al escribir los nimeros 100 y
102 encontramos que 2 es el digito en la posicion 100.

Solucion del problema 2.55. Notemos que nuestro problema es equivalente a encon-
trar el digito de las unidades de la suma

9l 1 92 4 93 4 ... 4 2021 | 92022

Ahora, veamos que el digito de las unidades de cada elemento de la suma forma la
secuencia

2,4,8,6,2,4,8,6,...,2,4,8,6,2,4.

N e’ N’ N——

505 bloques

De esta forma tenemos 505 bloques de cuatro elementos 2, 4, 6, 8, los cuales sumados
no afectan al digito de las unidades, por lo que el digito que buscamos esta dado por la
suma de los elementos 2021 y 2022 de la secuencia, es decir, 2 + 4 = 6.
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Solucion del problema 2.56. Sean a, by c los digitos que eligidé Ivan, notemos que,
en total, formé 3 - 2 - 1 = 6 ndimeros de tres cifras:

abe, ach, bac, bea, caby cba.

Observemos que al utilizar el algoritmo usual para sumar estos nimeros, en la columna
de las unidades obtenemos 2(a + b + ¢) = 2(11) = 22y, de la misma forma, para la
columna de las decenas y las centenas. Asi que el resultado final es

abce

acb

bac

+ bea
cab

cba

2442

Por lo que, cada vez que elija tres digitos y realice este proceso, el resultado de la suma
sera 2442. Ahora veamos cudntas opciones tiene para elegir los tres digitos; fijemos el
valor de a.

Para a = 9 no obtenemos combinaciones vélidas; si a = 8, obtenemos 821; si
a = 7, obtenemos 731; si a = 6, obtenemos 641 y 632; si a = 5, obtenemos 542.
Notemos que los casos paraa =4, a = 3, a = 2y a = 1 ya estan contemplados, asi
que Ivan pudo haber elegido los digitos de 5 maneras diferentes. Por lo tanto, al realizar
el proceso descrito en el enunciado del problema, el resultado de la suma sera

5(2442) = 12210.

Solucion del problema 2.57. La respuesta es 182.

Un nimero de un digito es veracruzano si es par, por lo que tenemos al 2,4, 6, 8.
Luego, un nimero de dos digitos es veracruzano si es multiplo de tres, por lo que
tenemos 30 multiplos de tres.

Ahora, un nimero de tres digitos es veracruzano si la suma de sus cifras es multiplo
de cuatro. La suma minima de los digitos es 4 y la mayor es 24. Trataremos el problema
por casos:

= Veamos las ternas que suman 4 y como podemos acomodar estos nimeros para
formar numeros de tres digitos. Estas son

(0,0,4),(0,1,3),(0,2,2),(1,1,2).

De la primer terna sale un nimero; de la segunda, como no puede iniciar en cero,
tenemos 2 x 2 = 4 nimeros. Para la tercer terna tenemos dos nimeros y para la
ultima tenemos tres nimeros, ya que escogemos tres espacios para acomodar el
1y en el que queda acomodamos el 2. Entotalhay 1 +4 4+ 2 4+ 3 = 10.

= | as ternas que suman 8 son

(0’ O’ 8)7 (O? 17 7)7 (07 2? 6)’ (07 37 5)’ (07 47 4)7
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las cuales aportan 1 + 4 + 4 + 4 4+ 2 = 15 nimeros. Ademas, tenemos
(17 17 6)7 (17 27 5)7 (17 374)7 (27 274)7 (27 37 3)7

los cuales aportan 3+ 6464343 = 21 nimeros. En total tenemos 15+21 = 36
numeros que sus digitos suman 8.

= |as ternas que suman 16 son
(0,7,9),(0,8,8),
que aportan 4 4+ 2 = 6 nimeros. Ademas tenemos las ternas
(1,6,9),(1,7,8),(2,5,9),(2,6,8),(2,7,7),(3,4,9),
(3,5,8),(3,6,7),(4,4,8),(4,5,7),(4,6,6),(5,5,6),
las cuales aportan 6 x 8 + 3 x 4 = 48 4+ 12 = 60. En total tenemos 66 nimeros.
= Las ternas que suman 20 son
(2,9,9),(3,8,9),(4,7,9), (4,8,8),(5,6,9),(5,7,8),(6,6,8),(6,7,7),
los cuales aportan 6 x 4 + 3 x 4 = 24 4+ 12 = 36 nameros.
= Las ternas que suman 24 son
(6,9,9),(7,8,9),(8,8,8),
que aportan 3 + 6 + 1 = 10 numeros.
En total, tenemos 4 4 30 + 10 + 36 + 66 4 36 = 182 nUmeros veracruzanos.

Solucion del problema 2.58. La respuesta es el digito 1.

Como nos preguntan por el digito de las unidades de la resta, solo nos interesara
saber el digito de las unidades de 82!, 720 y 61°. Notemos que 8! terminaen 8, 82 en 4,
83 en 2, 8% en 6, y a partir de 8° se repite el ciclo, por lo que 82! termina en 8. Analo-
gamente, podemos encontrar que 72° termina en 1y 6 en 6. Luego, el digito de la
unidades de 82! — 7?0 — 6% es8 —1 -6 = 1.

Solucion del problema 2.59. El valor mas grande lo obtenemos multiplicando los
numeros en lugar de sumarlos, excepto por el 1, es decir, N = 14+3 x5 x 7 x 9 = 946.
Luego, tenemos que como N es el consecutivo a un nimero multiplo de 3, de 5y de 7,
entonces, N no es divisible por 3, ni por 5, ni por 7. Luego, notemos que 946 = 11(86),
por lo que N es multiplo de 11.

Solucion del problema 2.60. Notemos que

3C = C, obien
3C' = C + 10, o bien
3C = C + 20.

Asique C = 0, C = 5, o bien C = 10. Como C' debe ser un digito, descartamos el
Gltimo caso, C' = 10.
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m Caso 1.Si C' =5, 3C = 15, por lo que se debe agregar una unidad a la columna
de las decenas. Luego,

3B+ 1= B, obien
3B+ 1= B +10, obien
3B+ 1= B+ 20,

de donde ninguna solucion para B es entera positiva, por lo que descartamos
este caso.

= Caso 2. Si C' = 0, por un argumento analogo al anterior
B =0, obien B =5.

Como B y C' no pueden tomar el mismo valor, el Unico caso posible para estos
nimeros es C = 0y B = 5. Finalmente, notemos que si consideramos 34+ 1 =
D, tenemos
« Si A=1,entonces D = 4.
« SiA=2,entonces D = 7.
« Si A > 3, entonces D > 10, donde este Ultimo caso no satisface las condi-
ciones del problema.

Por lo tanto, las soluciones al problema son

- DBC =450y
« DBC = 750.

Solucion del problema 2.61. La respuesta es 432.
Notemos que

Al cancelar los factores (2 — 1) (3—3) (4— 1) (5— %) (6 — #) del numerador y de-
nominador, tenemos
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M (T-7)(8-5) (9—35) (10— 1) (11— 57)
N 2x3x4x5H

72-182-19%2-110%2-111%2-1
7 8 9 10 11

2x3x4x%x5b

(7+1)(7—1) (84+1)(8—1) (94+1)(9—1) (10—1)(10+1) (11—1)(11+1)
7 8 9 10 11
2x3x4x5
8(6)x9(7)x10(8)x11(9)x12(10)
Tx8x9Ix10x11
2x3x4x5H
_ 6x8x9x12x10

2x3x4x5
=2xX9x12x2=1432.

Solucion del problema 2.62. La respuesta es ocho nimeros.

Sea N = a2cde, cona # 0, como N es divisible por 36 tenemos que 4 divide a N y
9 divide a V. Si 4 divide a N, entonces 4 debe dividir al nimero que forman los dltimos
dos digitos 4e. De lo anterior tendriamos que e = 0, 4 u 8, pero como los digitos deben
ser distintos entre si, excluimos al 4. Ademas, como /N debe ser divisible por 9, la suma
de sus digitos debe ser mdltiplo de 9. De esta manera tenemos los siguientes casos:

m Caso1.Sie=0,entoncesa+2+c+4+0=a-+c+ 6 es mdiltiplo de 9, por lo
que a+c=3,0biena+ c=12.

Para el primer subcaso los valores de a y ¢ solo pueden tomarse de entre las pa-
rejas {0,3} o {1, 2}. Como los digitos de N deben ser distintos entre si, entonces
no hay ningiin nimero que cumpla con esto.

En el segundo subcaso a y ¢ pueden tomarse de entre las parejas {3,9} o {5, 7}.
Luego, tenemos los nimeros 32940, 92340, 52740 y 72540.

m Caso2.Sie=28,entoncesa+2+c+4+ 8 =14+ a + c es multiplo de 9, por
loque a+c=4,0biena+ c=13.

Para el primer subcaso los valores de a y ¢ solo pueden tomarse de entre las
parejas {0,4}, {1,3} o {2,2}. Los nimeros que cumplen las condiciones esta-
blecidas son 12348 y 32148.

En el segundo subcaso a y ¢ pueden tomarse de entre las parejas {4,9}, {5, 8}
o {6, 7}. De lo anterior obtenemos los nlimeros 62748 y 72648.
Concluimos que hay ocho nimeros que cumplen las condiciones impuestas.

Solucion del problema 2.63. Sia; = 2016, as = 2017, ag = 2018, ay = 2019, a5 =
2020, lo siguientes términos de la sucesién son: ag = 2012, a7 = 2022, ag = 2023,
ag = 2006, a1g = 2025, a1; = 2026. Notemos lo siguiente, para k entero positivo se
tiene que

a6+3k = 2012 — 6]6,

ar43k = 2022 + 3k‘,

ag4 3k = 2023 + 3k.
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Por otro lado, 2020 = 3(671) + 7, 2021 = 8 4+ 3(671), 2022 = 6 + 3(672), por lo que

ag020 = a743671) = 2022 + 3(671) = 4035,
as021 = agyse71) = 2023 + 3(671) = 4036,
ag022 = Agp3(672) = 2012 — 6(672) = —2020.



Capitulo 3

Algebra

3.1. Definiciones y resultados basicos

En esta seccion presentaremos las definiciones y propiedades basicas sobre algebra,
mismas gue seran de utilidad para la resolucién de los problemas que se plantean en
este capitulo. En los libros Aguilar Marquez et al. (2009), Lehmann (2004) y Silva Ochoa
y Lazo de Sanchez (2008) se puede encontrar mayor informacion al respecto.

3.1.1. Operaciones con letras

Algebra es la rama de las matematicas que estudia y resuelve problemas numéricos
en su forma mas general, por lo cual los nimeros suelen ser representados por letras
(también llamadas variables) que, al igual que los numeros, estaran relacionadas me-
diante una o varias de las operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion, divisién,
potenciacion y radicacién; aplicadas una o varias veces, en cualquier orden. De esta
manera, se obtienen cadenas de variables y operaciones matematicas que, junto con
las constantes y los simbolos de agrupacién, forman lo que se llama una expresion
algebraica.

Definicion 13. Una variable es un simbolo que representa los elementos de un
conjunto que contiene por lo menos dos de estos elementos; a las variables se les
suele denotar con las ultimas letras del abecedario, por ejemplo x, y, x, w, etc.

Una constante es un simbolo que representa exactamente a un solo objeto. En
algebra, suelen utilizarse las primeras letras del abecedario, por ejemplo a, b, ¢, etc.

Definicion 14. La suma de una misma variable se puede expresar de la siguiente
manera:

3r=x+2x+x,
—By=-y-—y—y=(y +(y)+(-y),
az=z+z+- -+ 2z,
N—

a veces

donde, en el Ultimo ejemplo, a puede representar a un entero tanto positivo como ne-
gativo, pero unico.
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De acuerdo a la definicion anterior, es posible realizar sumas tales como:

3x + 7x = 10x,
—3z + 82 = bz,
ar+br=x+z+---+2=(a+b)z,
a+b veces

3z + 2y = 3z + 2y,
ar + ay = ar + ay.

Notemos que las dos ultimas sumas no pueden ser reducidas a expresiones mas pe-
quenas debido a que = y y son variables diferentes. En dlgebra se dice que no son
términos semejantes.

Definicion 15. El producto y el cociente entre dos variables (x y y) se representan,
respectivamente, mediante

w=@w. t=w(5).

Y

Debemos notar que el cociente tendra sentido siempre que impongamos a y la condi-
cién de nunca ser cero.

De manera similar, podemos definir el producto de una misma variable de la siguien-
te manera:

n veces

donde a y b representan a cualquier nimero real y n representa a un entero positivo.

De acuerdo a la definicion anterior, es posible realizar productos tales como:

(3x)(7x) = 2122,

(3z)(3z) = (3x)% = 922,

(3z)(2y) = 6y,

(2%)(a") = (2)(2) (2)(2)(2)(x) = (2)(x)(2)(2)(z)(z) = 2°.
m 4 veces 6 veces

Notemos que el ultimo resultado equivale a sumar los exponentes, 2 y 4, de la expre-
sién inicial, esta es una de las llamadas propiedades de los exponentes de las cuales
hablaremos mas adelante.
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Definicion 16. La propiedad distributiva es una igualdad que relaciona el produc-
toy la suma:

3(x +y) = 3z + 3y,
2(z + %) = 2z + 2%,
2(2? + ) = 22 + 28,
z(z? + 23) = 2(2?) + 2(23) = 23 + 2,

(x+2)(x+4)=(x+2)z+ (r+2)4=2"+2r+42+8=2a>+62+8.

De esta manera, a partir de las dos definiciones anteriores podemos realizar célculos,
como los que aparecen en el siguiente ejemplo.

Ejemplo
Reduce cada una de las expresiones
53z + 8y) — 2(x + 4y) = 5(3z) + 5(8y) — 2x — 2(4y)
= 15z + 40y — 22 — 8y
= 13z + 32y.

2(3x +2y) —y(32+2) + 4y = 2(3z) + 2(2y) — y(32) — y(2) + 4y
=3xz + 22y — 3yz — 2y + 4y
=3rz — yz + 2y.

3.1.2. Letras y problemas

Las notaciones y operaciones algebraicas mostradas en la seccién anterior son de gran
utilidad en la resolucion de problemas, la mayoria relacionados con alguna situacion
de la vida real. Traducir una expresion verbal en una expresién matematica requiere,
ademas de una lectura cuidadosa, de los siguientes cuatro pasos:

1. Identificar cuél/cuales son las variables del problema.
2. ldentificar los datos con que contamos.
3. Identificar la pregunta.

4. Relacionar los datos con las variables.

Ejemplos
1. Traducir los siguientes enunciados a lenguaje algebraico:

a) “El cuadruple de la edad de Juan (en anos) disminuido en 11, es igual a
la vigésima parte del afio 2020”.

b) “El cuadruple de la edad de Juan (en anos) disminuida en 11, es igual a
la vigésima parte del ano 2020".
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Notemos que en estos problemas se desconoce la edad de Juan por lo que
esta es nuestra variable y la denotaremos por x. De igual forma, en ambos
casos se considera una disminucién de 11 afnos y una igualdad con la vigésima
parte del afo pasado, es decir, el ano 2020; estos seran nuestros datos.

Adicionalmente, la Gnica diferencia entre los dos enunciados esta en la palabra
disminuido y disminuida, respectivamente.

Analicemos paso a paso la construccion de la expresién algebraica que des-
cribe a cada uno de los enunciados

a) En este primer ejemplo nos habla de que el cuadruple de la edad de
Juan, es decir, 4z es disminuido en 11, por tanto, tenemos 4z — 11. Al
igualar con la vigésima parte del afio 2020 obtenemos que la traduccién
algebraica del enunciado es

2020
Ay — 11 = 222
o 20

b) En el segundo enunciado se habla del cuadruple de la edad de Juan dis-
minuida en 11, por tanto, primero debemos considerar la disminucion, es-
to es x — 11y, después, el cuadruple de este resultado, es decir 4(z —11).
Al igualar con la vigésima parte del afno 2020 obtenemos que la traduc-
cion algebraica del enunciado es

al lado izquierdo de la igualdad podemos aplicarle la propiedad distributi-
va ya estudiada, obteniendo

2020
dp — 44 = 22
v 20

Evidentemente, las expresiones algebraicas obtenidas en estos enunciados
son diferentes a pesar de que entre ellos solo habia diferencia en una vocal.

. En el ejemplo anterior se utilizd una sola variable y dos datos, pero esto no

necesariamente debe ocurrir asi.

El nimero de caramelos que tiene Carlos es tres veces el que tiene Carla.
Si cada uno de ellos recibe dos caramelos mas, el total de caramelos sera 8.
Expresar la situacion en forma algebraica.

Primero, observemos que las variables son el nimero de caramelos de Carlos
y Carla, y denotemos estas cantidades por y y z, respectivamente.

Como Carlos tiene tres veces los caramelos de Carla, esto significa que

Yy = 3.
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Ahora, cuando cada uno recibe dos caramelos, Carlos tiene un total de y + 2,
mientras que Carla tiene x + 2. Como nos dicen que el total es de 8, entonces
tenemos que

(y+2)+ (x+2)=8.

Por tanto, las ecuaciones que representan la situacion en forma algebraica son

y = 3z,
(y+2)+(z+2)=8. }

Mas adelante se abordaran los métodos para hallar la solucion de problemas donde
se debe hallar los valores de x y y que satisfagan, al mismo tiempo, las expresiones
encontradas.

Ejemplo

Las edades de Hugo, Paco y Luis suman 18; la edad de Luis es el triple de la de
Hugo vy, en un afo, la suma de las edades de Hugo y Paco serd igual a la edad que
Luis tendra dentro de dos anos. Expresar la situacién en forma algebraica.
Denotemos por x la edad de Hugo, y la edad de Paco y z la edad de Luis. La
primera condicion que tenemos es que la suma de las edades es 18, por tanto,
tenemos que
r+y+z=18.

Al proseguir con la lectura, encontramos que la edad de Luis es el triple de la de
Hugo, es decir,
z = 3.

La tercera parte del enunciado nos habla de las edades de Hugo y Paco dentro de
un ano, es decir, z + 1 y y + 1, respectivamente; y de la edad de Luis dentro de
dos anos, esto es z + 2. Asi, al expresar la suma de las edades de Hugo y Paco e
igualarla a la de Luis tenemos

(z+1)+(y+1)=2+2.
Por lo tanto, la representacion algebraica del problema esta dada por las ecuaciones:

z+y+z=18,
z = 3z,
(x+1)+w+1)=2z+2.

Para encontrar las edades de Hugo, Paco y Luis debemos hallar los valores de z, y
y z que satisfagan, de manera simultanea, las tres expresiones.

Algunos problemas requieren de realizar un dibujo o representacién geométrica de la
situacion descrita, antes de intentar traducirla al lenguaje algebraico; si se desea, este
tipo de ejemplos pueden consultarse en el libro de Silva Ochoa y Lazo de Sanchez
(2008). Para concluir esta parte del texto demos un nombre a las expresiones encon-
tradas en los ejemplos mostrados.
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Definicion 17. Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones llamadas
miembros de la ecuacion. En una ecuacién hay simbolos conocidos, o que se suponen
conocidos (normalmente representados por nimeros), y otros simbolos que represen-
tan valores desconocidos o incognitas, es decir, las variables.

Definicion 18. Todo nimero que satisface una ecuacion se llama solucion de esta
ecuacion, es decir que dicho nimero convierte a la ecuacion en una identidad.

Veamos como es posible hallar las soluciones en los ejemplos anteriormente plan-
teados y el tipo de ecuaciones que tenemos.

3.1.3. ¢Como lo resuelvo?

Una sola ecuacion

Definicion 19. Una ecuacién que tiene la forma ax + b = 0 se llama ecuacién
lineal en una variable.

Estrategia para la resolucion de una ecuacion lineal

Para resolver una ecuacién lineal procederemos como se indica a continuacion.

1. Sumar y restar términos en la igualdad, de tal manera que uno de los lados
de esta quede igual a cero.

2. Realizar la reduccion de términos semejantes hasta obtener una ecuacién
de la forma ax + b = 0.

3. Despejar la variable desconocida o incognita, respetando las propiedades
de adicién y multiplicacién. Es decir, si a # 0, entonces x = —2.

. J

Resolvamos algunos de los ejemplos ya traducidos al lenguaje algebraico, vistos ante-
riormente.

Ejemplo

Si el cuadruple de la edad de Juan (en afos) disminuido en 11, es igual a la vigésima
parte del afno 2020, ¢cual es la edad de Juan?

Anteriormente vimos que la expresion algebraica que describe al enunciado pro-
puesto esta dada por

2020
4 — 11 = 0
Pongamos esta expresion en la forma ax + b = 0, como sigue:
2020

4r — 11 — 20— 0,
220 +2020

TT T Y

dxr — 112 =0.
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Asi, la expresion tiene la forma deseada cona = 4y b = —112. Como a # 0,
entonces, de acuerdo al tercer paso para resolver una ecuacién lineal, tenemos que
—112
r=-———=28.

4

Por tanto, la edad de Juan es 28 anos.

De manera coloquial, el despejar a la variable x en la ecuacion lineal ax + b = 0 se
puede entender como si b esta sumando/restando, pasa del otro lado de la igualdad
con la operacion o signo contrario, es decir, ax = —by, en esta Ultima igualdad, como a
esta multiplicando, entonces debe pasar dividiendo a todo lo que esta del lado derecho
de laigualdad, esto es = = _7” = —g.

Ejemplo

El cuadruple de la edad de Juan (en anos) disminuida en 11 es igual a la vigésima
parte del afno 2020. ¢ Cual es la edad de Juan?
Para este enunciado vimos que la expresién algebraica que le describe esta dada

por 4(z — 11) = 2320 o, equivalentemente,

2020
4o —44 = ——.
20
Pongamos esta expresion en la forma az + b = 0 para resolverla de acuerdo con
los tres pasos descritos anteriormente.

2
4o — 44 = —020,
20

202
4m—44——0 gy =0,

20

880 + 2020
deg — ———— =0
v 20 ’
4x — 145 = 0.
Asi, despejando a x tenemos que
_ 145 36 4+ 1
€T = 1 1

Por tanto, como el nimero obtenido no es un entero, pero se nos pide la edad de
Juan en afos, tenemos que es de 36 anos (aln cuando esta cantidad no sea la
solucién a la ecuacion).

En las soluciones de los ejemplos anteriores notamos que, aunque los dos problemas
tienen solucién, una de ellas debe ajustarse al contexto del problema (la edad en afos).
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Una ecuacion lineal especial: regla de tres

El calculo de proporcionalidad y/o porcentajes es un problema comun que suele pre-
sentarse. La resolucion de estos tipos de problemas se basa en plantear una regla de
tres cuya resolucion equivale a resolver una ecuacion lineal.

Definicion 20. La regla de tres consiste en resolver problemas de proporcionalidad
en los cuales hay una incognita y tres valores dados, relacionados con ella.

Ejemplos

1. Si un auto puede viajar 200 km con 25 litros de gasolina, ¢ cuanto podra reco-
rrer con un tanque lleno si este tiene capacidad de 40 litros?

Primero, notemos que existe una razon entre dos de las cantidades conocidas,

esto es % “{‘% Llamemos x a nuestra incognita, es decir, al nimero de
kilbmetros que el auto puede recorrer con 40 litros. Entonces, existe una razén
dada por

r km

40 litros
De esta manera, tenemos la regla de tres generada al igualar estas razones,
es decir, % = 4o hotemos que esta igualdad es una ecuacion lineal cuya
solucién esta dada por

200

2. En un jardin se sembraron 45 matas de margaritas, si estas representan el
18 % de las flores plantadas, ¢cuantas matas se sembraron de otro tipo de
flor?

A partir de los datos que se nos dan sobre las matas de margaritas, tenemos la

razon %. Sea z el total de matas sembradas, entonces x representa el 100 %

y, en consecuencia, tenemos la razén -=-. Asi, la regla de tres generada por

100
igualar estas razones, ambas en —Maas_ gerg

porcentaje’

H_z
18 100"

Por tanto, al resolver esta ecuacion lineal obtenemos que

45
x = ﬁ(100) = 250 matas sembradas.

Por lo que se sembraron 250 — 45 = 205 matas de otro tipo de flor.

Veamos ahora cual es el procedimiento para resolver problemas que involucran mas de
una variable.
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3.1.4. Dos o mas ecuaciones

Definicion 21. Una ecuacién que tiene la forma ax + by = c se llama ecuacién
lineal en dos variables. Un sistema de ecuaciones lineales consiste de dos o0 mas
ecuaciones gue se tienen que satisfacer de forma simultanea. En el caso de un sistema
de dos ecuaciones lineales

a1x + by = c1,
agx + bay = ca,

estas deben ser satisfechas por los mismos valores para x y y.
Existen distintos métodos de solucién entre los que se encuentran:

= Sustitucién,
= sumay resta,

= igualacion.

Método por sustitucion
Definicion 22. Dado un sistema de dos ecuaciones de la forma

a1x + by = c1,
a2z + bay = ca.

Este método de solucién por sustitucion consiste en despejar la variable de nuestra
eleccién de una de las ecuaciones y sustituirla en la otra ecuacion de tal suerte que,
al hacer las operaciones de suma algebraica, obtengamos una ecuacion lineal en una
variable. Una vez que resolvemos esta ecuacion, el valor obtenido lo sustituimos en el
despeje inicial.

Resolvamos algunos de los ejemplos vistos anteriormente.
Ejemplo

El nimero de caramelos que tiene Carlos es tres veces el que tiene Carla. Si ca-
da uno de ellos recibe dos caramelos mas, el total de caramelos sera 8, ¢cuantos
caramelos tienen originalmente Carlos y Carla?

Recordemos que el sistema de ecuaciones que debemos resolver esta dado por

y = 3z,
(y+2)+ (z+2) =8, }

donde x es el nimero de caramelos de Carla y y el de Carlos. De la primera ecua-
cién podemos notar que una de las variables (y) esta despejada en términos de la
otra (x), por lo que ya no es necesario despejar y, simplemente, sustituimos dicha
ecuacion en la segunda para obtener (3z + 2) + (z + 2) = 8 o, equivalentemente,
4x — 4 = 0, que es una ecuacion lineal en una variable, cuya solucién es = = 1.
Una vez que tenemos el valor de una de las variables, en este caso x, sustituimos
en la ecuacion y = 3z, y obtenemos que y = 3. Por tanto, Carlos tiene 3 caramelos
mientras que Carla tiene solo 1.
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El siguiente ejemplo muestra que el método se puede generalizar para sistemas de
mas de dos ecuaciones.

Ejemplo

Las edades de Hugo, Paco y Luis suman 18; la edad de Luis es el triple de la de
Hugo vy, en un afo, la suma de las edades de Hugo y Paco serd igual a la edad que
Luis tendra dentro de dos afios. s Cuales son las edades actuales de Hugo, Paco y
Luis?

Recordemos que el sistema de ecuaciones que debemos resolver esta dado por

T +y+z=18,
z = 3z,
@+ +(y+1)=2+2
donde x es la edad de Hugo, y la de Paco y z la de Luis. Como la segunda ecuacion

ya tiene despejada a z, en términos de z, utilizamos esta para sustituirla en las otras
dos ecuaciones, obteniendo un nuevo sistema dado por

r+y+ (3x) =18,
(:U+1)+(y+l):(3$)+2,}

0, equivalentemente,

—2z4+y=0.

Para continuar resolviendo, debemos despejar alguna de las variables x 0 ¢y de una
de las ecuaciones de este nuevo sistema, y sustituirla en la ecuacién restante. De
la segunda ecuacion tenemos que y = 2z, por lo que, sustituyendo en la primera,
obtenemos la ecuacion lineal en una variable

4o +y = 18,}

4r + (2x) = 18.

De donde x = 3y, como y = 2z, entonces y = 6 y, debido a que z = 3z, se tiene
que z = 9.
Por tanto, las edades de Hugo, Paco y Luis son 3,6 y 9 afnos, respectivamente.

En los ejemplos anteriores, una de las variables ya estaba expresada desde el plantea-
miento algebraico, en términos de alguna otra variable; sin embargo, esto no tiene por
qué ser asi. En tal caso, se escoje una ecuacién para despejar una de las variables y
el resultado se sustituye en las ecuaciones restantes hasta obtener una ecuacion lineal
en una variable.

Método de suma y resta

Definicion 23. El método de suma y resta consiste en sumar o restar las ecuacio-
nes involucradas en el sistema de ecuaciones, de forma tal que una de las variables
sea eliminada. En este sentido, las ecuaciones deben estar escritas en la forma
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a1z + by = cy,
asx + boy = ca,

y se suman, por un lado, los lados izquierdos de la igualdad y, por el otro, los valores
numéricos del lado derecho.

Algunas veces los valores de a1, b1, a2 y by seran tales que, al sumar o restar las
ecuaciones, ninguna de las variables se elimine en forma inmediata; en tal caso se
debe hallar un sistema equivalente de ecuaciones.

Resolvamos los siguientes ejemplos utilizando el método de suma y resta.
Ejemplos

1. Andreay Alejandra han juntado 60 lapices de colores, no se sabe qué cantidad
aporté cada una pero se sabe que si Andrea hubiese puesto dos lapices mas y
Alejandra hubiese puesto el doble de los que aportd, entonces, habrian juntado
un total de 77 lapices de colores. ;,Qué cantidad de colores aport6 cada una?

Llamemos z a la cantidad de colores que aporta Andrea y y a la cantidad que
aporta Alejandra. Entonces, el sistema de ecuaciones que representa a las
condiciones del problema esta dado por:

x +y = 60,
(x+2)+2y =77,

0, equivalentemente,
x4+ y = 60,
T+ 2y =T5.

Notemos que si restamos las ecuaciones del uUltimo sistema obtenemos una
nueva ecuacion en la que la variable x no aparece. En efecto,

(x +y) — (x + 2y) =60 — 75,

es decir, —y = —15, por tanto, y = 15y, al sustituir este valor en cualquiera de
las ecuaciones del sistema, por ejemplo, en la primera, obtenemos x + 15 =
60, es decir, x = 45.

Por tanto, Andrea aporta 45 colores mientras que Alejandra Unicamente 15.

2. El digito de las unidades de un nimero de dos cifras supera en tres al digito
de las decenas. El doble de la suma de sus cifras reducido en 22, equivale al
negativo del triple del digito de las unidades. Hallar el nimero de dos cifras.

Sean z y y los digitos de las decenas y unidades del nimero que estamos
buscando, si denotamos por n a dicho nimero, entonces, n = (10)x + y.
Como el digito de las unidades supera en tres al digito de las decenas tenemos
y=x+ 3.

Por otro lado, debido a que el doble de la suma de sus cifras reducido en 22,
equivale al negativo del triple del digito de las unidades, entonces 2(x + y) —
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22 = —3y. De esta manera, el sistema de ecuaciones que debemos resolver
esta dado por

n =10z +y,
y—l':?),
2z + by = 22.

Notemos que aunque se trata de un sistema de tres ecuaciones la primera re-
quiere que encontremos los valores de x y y; por esta razon, nos enfocaremos

en resolver el sistema
Yy—xTr= 37
2z + by = 22.

Observemos que si sumanos o restamos las ecuaciones obtenemos una so-
la ecuacién lineal en la que siguen apareciendo ambas variables, por lo que
ahora no podemos proceder por este método de manera inmediata. Podemos
resolver de dos maneras, explicaremos ambas para mostrar que el resultado
no se ve alterado.

a) En el sistema
y—or= 37
2z + by = 22,
notamos que si la primera ecuacién tuviera un —2x entonces, al sumar

ambas ecuaciones, la varible z no apareceria en el resultado. Por tanto,
podemos multiplicar toda la primera ecuacion por 2 obteniendo el sistema

equivalente

2y — 2z = 6,

2x + by = 22.
Al sumar estas ecuaciones obtenemos (2y — 2z) + (2z + 5y) = 6+ 22 o,
equivalentemente, 7y = 28, de donde y = 4. Una vez que tenemos
el valor de una de las variables podemos sustituir, en cualquiera de las
ecuaciones, el valor encontrado de y para obtener x. En este caso, reto-

maremos la ecuacién y — x = 3 para ver que, cuando y = 4, se requiere
que z = 1.

b) En el sistema

Yy—T = 37

2x 4 5y = 22,
notamos que si la primera ecuacion tuviera un 5y, entonces, al restar
ambas ecuaciones la varible y no apareceria en el resultado. Por tanto,
podemos multiplicar toda la primera ecuacion por 5 obteniendo el sistema
equivalente

5y — bxr = 15,

2z + by = 22.
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Si ahora restamos nuestras ecuaciones obtenemos (5y — 5x) — (2z +
5y) = 15 — 22 o, equivalentemente, —7z = —7, de donde = = 1. Sus-
tituyendo este valor en una de las ecuaciones originales, por ejemplo,
y —x = 3, obtenemos y — 1 = 3, de donde y = 4.

Notemos que en ambos procedimientos hemos obtenido los mismos valores
para las variables = y y, por lo que no importa cual de los dos decidamos
realizar. Finalmente, de los resultados obtenidos concluimos que el digito de
las decenas es x = 1y el de las unidades es y = 4. Por tanto, el nimero que
buscamos esta dado por

n=10x +y =10(1) +4 = 14.

En este Ultimo ejemplo se requirié buscar un “nimero adecuado” para que, al sumar o
restar las ecuaciones del sistema, se elimine alguna de las variables involucradas: dicho
namero sera el minimo comun multiplo (mcm) entre los coeficientes de la variable que
queremos eliminar. En efecto, para eliminar z consideramos mem(—1, 2) = 2, mientras
que para eliminar y estimamos mcm(1,5) = 5.

Método de igualacion

Definicion 24. Dado el sistema

a1x + by = c1,
azx + by = ca.

El método de igualacion consiste en despejar una de las variables en ambas ecuacio-
nes e igualarlas, lo que nos llevara a obtener una ecuacion lineal en una sola variable.

Ejemplo
Consideremos el sistema de ecuaciones dado por

5x + 6y = 16,
20 — 3y = 1.

Hallar los valores de z y y.
Como no importa qué variable decidamos despejar, siempre y cuando sea la
misma en ambas ecuaciones, despejemos y, esto es

6y = 16 — dx, -3y =1-— 2z,
16 -5z 12z
y_ 6 9 y_ 73 9
1 2

_8 .3, __1.2
Yy=37 6" y=73 3"
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Igualando las dos expresiones obtenidas para y tenemos

8 5 1 2

x -z,
3 6 3 3

o equivalentemente § + § = 2z + 2z, es decir, 3 = 3z, de donde

Por lo tanto, z =2y y = 1.

Existe un cuarto método para resolver sistemas de ecuaciones: el Método de Cramer,
el cual se basa en hallar la solucion del sistema utilizando una herramienta matematica
llamada determinante. Es un método que suele ensenarse en el primer semestre del
bachillerato, por lo que no lo abordaremos en este material; sin embargo, el lector puede
consultarlo en Aguilar Marquez et al. (2009).

3.1.5. Otro tipo de problemas: desigualdades

Definicion 25. Una desigualdad matematica describe la relacion que existe entre
dos cantidades diferentes o entre dos expresiones algebraicas que, para cada valor
de la variable, toman valores diferentes. Las desigualdades suelen identificarse con los
simbolos mayor(>), menor (<), mayor o igual (>) o menor o igual (<).

Ejemplos
1. La desigualdad 4 > 3 siempre se cumple.
2. La desigualdad —4 < —10 siempre es falsa.

3. Los nimeros del conjunto {1, 2, 4} son soluciones de la desigualdad 4z — 1 >
3, en efecto:

= Siz=1,entonces 4z — 1 =4(1) — 1 = 3y 3 = 3, por tanto se cumple
que 4x — 1 > 3 para este valor de .

» Siz=2,entoncesdr — 1 =4(2) —1 =7y 7 > 3, por tanto se cumple
que 4x — 1 > 3 para este valor de .

» Siz =3, entonces4r—1=4(3)—1 =11y 11 > 3, por tanto se cumple
que 4x — 1 > 3 para este valor de .

4. La desigualdad 2z < 2y se cumple siempre que x < .



3. 1. Definiciones y resultados basicos

Propiedades para desigualdades

Las siguientes propiedades pueden aplicarse para cualquier nimero real a,b o
¢y, aunque se utiliza el simbolo >, aplican para > (respectivamente para <y
<)

1. Sia >byb > c, entonces a > c.

2. Sia > b,entoncesa+c>b+cya—c>b—c

3. Sia >byc>0,entonces ac > bcy

ale

>

Qs

4. Sia>byc<0,entonces ac <bcy ¢ <

Qo

\. J

La primera propiedad se llama propiedad transitiva. La segunda se puede leer como
“Si en una desigualdad se suma o resta un nimero, en ambos lados, la desigualdad no
se altera”. La tercera y cuarta propiedades se pueden leer como “Si en una desigualdad
se multiplica o divide por un numero, en ambos lados, la desigualdad no cambia de
sentido si dicho numero es positivo y si lo cambia si el numero es negativo”.

Con ayuda de las propiedades anteriores es posible resolver desigualdades como
las siguientes:

Ejemplos

1. Hallar los valores enteros positivos de x, menores que 9, que satisfagan
2z — 5 > 15.

Como x es nuestra incégnita, intentaremos dejarla de un solo lado de la des-
igualdad, con coeficiente 1, es decir, vamos a despejarla. Primero sumemos 5
en ambos lados de la desigualdad, esto es

(2x —5)+5 > 15+ 5,
2x > 20.

Notemos que, como sumamos el mismo numero en ambos extremos de la
desigualdad, esta no cambia de sentido. Ahora, para concluir con nuestro des-
peje de x debemos dividir entre 2 y, como se trata de un numero positivo, la
desigualdad no cambiara de sentido. Asi, obtenemos

20
— =10.
1‘>2

Por tanto, los valores de x que verifican la desigualdad seran todos aquellos
reales que sean mayores a 10; sin embargo, se nos solicitaron los enteros
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positivos y menores que 9. En consecuencia, la respuesta es: no hay valores
de x, enteros positivos y menores que 9 que satisfagan la desigualdad

2¢x — 5 > 15.

. Hallar los valores enteros negativos de x, mayores que —4, que satisfagan la

desigualdad
2 —3x < 2x + 22.

Para intentar despejar x restaremos en ambos lados 2x + 22, es decir,

(2 - 32) — (22 +22) < (22 + 22) — (22 + 22),
—20 -5z <0.

Observemos que esta ultima desigualdad es muy parecida a la del ejemplo
anterior, por lo que podemos proceder de igual manera, esto es, sumemos 20
en ambos lados, obteniendo

(—20 — 5z) + 20 < 0 + 20,
=5z < 20,

y ahora, para terminar de despejar a x debemos dividir entre —5; como se
trata de un ndmero negativo, la desigualdad va a cambiar de sentido, es decir,

T > E = —4.
-5
Asi, los valores de x que satisfacen la desigualdad son todos los reales que
sean mayores o iguales que —4. Por tanto, respondiendo la pregunta planteada
tenemos que aquellos enteros negativos que son solucién y que son mayores
que —4 seran —3, -2y — 1.

. Para qué enteros positivos se cumple

Lo
)

Este tipo de desigualdades puede resolverse de dos formas:

2
< -.
-3

N8

T

a) Trabajando la desigualdad en dos partes, primero para % < 5y luego

para £ < 2. Resolviendo cada parte tenemos que 2 < z y, por otra
parte, z < %. Por tanto, conjuntando ambos resultados se tiene que

2 <3< 4

—<z< -

5 -3
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b) Considerando que el minimo comun multiplo entre los denominadores es

mem(5,2,3) = 30 y multiplicando toda la desigualdad por dicho nimero,
nos da

%(30) < 3(30) < §(30),

6 < 15z < 20,

6 < 20
TREETS
donde la dltima expresion se obtuvo dividiendo toda la desigualdad por
15 y, por tratarse de un numero positivo, la desigualdad mantiene sus
sentidos. Reduciendo las fracciones obtenidas tenemos
2 << 4
- x —.
) -3

En ambos casos se obtuvo la misma solucién, por lo que la respuesta a la
pregunta planteada es * = 1, que es el Unico entero positivo que satisface la
cadena de desigualdades.

3.1.6. Sumas especiales

Algunas veces, las sumas algebraicas aparecen asociadas a colecciones de numeros
que siguen cierto patron.

Definicion 26. Una sucesion es una lista de la forma

a1,a2,as3,...,0n, ...

donde a,, es el término general o término n-ésimo. La sucesion se denota por {a,},
siendo n un numero natural.

Ejemplos

1.

La sucesién con el n-ésimo término a,, = % se escribe como

.y P

1
n

»lMl—'

=
'3’

l\)\)—t

3

2. La sucesion con el n-ésimo término a,, = ”T_l se escribe como

5 8 11 3n—1
7273747"'7 n RAR

3. La sucesién con el n-ésimo término a,, = x", se escribe como
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Definicion 27. Una de las operaciones mas comunes que se puede realizar a las
sucesiones es la suma de sus primeros n términos, esto es

S=a1+ax+az3+--+ap_1+ay,

la notacion usual para estas sumas es utilizando la notacion sigma o simbolo suma,
>, de la siguiente manera:
n
S = Z ag.
k=1

3.1.7. Progresiones
Progresion aritmética o sucesion aritmética

Definicion 28. La sucesion a1, az,as,...,a,,... €S Una sucesion o progresion
aritmética si existe un nimero real r, tal que para todo nimero m se cumple que

U = Qmp—1 + 7,

es decir, entre un elemento de la sucesion y el siguiente hay una diferencia con valor r,
llamada razon aritmética, cumpliéndose que r = a;, — Gp—1.

Ejemplos
Determina si las siguientes sucesiones son o no aritméticas.

1. La sucesion 2,4,6,8, ..., 2n.
Notemos que el término general de la sucesion es a,, = 2n de donde

T=am —Gp-1=2m—2(m—1)=2m —2m+2=2.
Por tanto, la sucesion es aritmética.

2. Lasucesion 2,5,10,17,...,n% 4+ 1.

Observemos que entre el segundo término y el primero hay una diferencia de
3, pero entre el tercero y el segundo, es de 5 unidades. Como no se trata de la
misma cantidad, la sucesion no es aritmética.

Podemos, ademas, calcular la diferencia entre dos términos consecutivos, para
lo cual requerimos calcular (m — 1)?; para ello, recordemos la definicion del
producto de una variable por si misma y la propiedad distributiva, esto es

(m—1)%>=(m—1)(m —1)
= [m(m —1)] = [m — 1]
=[(m-m)—m]—[m—1]
=m?—m—-m+1

=m?—2m+ 1.
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De esta manera, al calcular la razén de la sucesion dada tenemos

"= Gm — Q1 = [M? + 1] = [(m — 1)% +1]
= [m? +1] — [(m* = 2m + 1) + 1]
= [m? +1] — [m® — 2m + 2]
=m?+1—m?+2m —2
=2m — 1.

Por tanto, como el valor de r no es constante, la sucesion no es aritmética.

La expresion (m — 1) = m? — 2m + 1 es uno de los llamados productos notables,
los cuales seran definidos en la siguiente seccion.

Suma de los primeros n términos

La suma de los primeros n términos de una progresion aritmética esta dada por

szzak:W.
k=1

La férmula anterior se obtiene sumando S + S, pero escribiendo el segundo sumando
de atras para adelante, es decir, desde el término a,, hasta el término a1, en efecto

2S =[a1 +as+az+ -+ apn_1+ap] + [an + an_1+ -+ a3z + az + a1
=lay + (a1 +7) 4+ (a1 +2r) + - + (a1 + (n = 2)7) + (a1 + (n — 1)r)]
+ (a1 +(n—=1)r)+ (a1 + (n—2)r) + -+ (a1 +2r) + (a1 + 1) + a1]
= [2a1 + (n—Dr]+ 261 + (n — 1)r] + -+ + [2a1 + (n — 1)7]

n veces

=n[2a; + (n — 1)r],
de donde

n (a1 + apn)

S:E2a1+<"—1)7’}:E{aﬁr(aﬂr(n—l)r)}: 5

2 2

Ejemplo

Hallar la suma de los primeros 10 términos de la sucesion aritmética 2, 4, 6, S, .. .,
2n.

Los datos que tenemos son: a; = 2, ajp = 2(10) = 20 y n = 10; por tanto,
sustituyendo en la férmula para la suma de n términos en una progresién aritmética
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tenemos que

S=> 2= 10[2+20] _ 10 222) = (10)(11) = 110.

Suma de Gauss

La suma de los primeros n términos de la sucesion aritmética a;, = k es

B ~ _n[an+a1]_n[n+1]
S_;k_ 2 2

y recibe el nombre de Suma de Gauss o Féormula de Gauss.

Ejemplos
Calcular las siguientes sumas:

1. 5=3+6+9+12+--- 4 300.
Observemos que la suma solicitada se puede escribir como

100
S=3[1+2+3+4+---+100]=3 > k.
k=1

Asi, utilizando la Formula de Gauss tenemos

100
$=3% k=3 [100(2101)] — 3((50)(101)] = 15150.
k=1

2. 5=4—-8+12—-16+---—200.
Notemos que la suma solicitada se puede escribir como

S=41-2+3—-4+---—50],
por lo que basta encontrar la suma entre corchetes. Ahora
1-243—-4+---—=50=(1+3+---4+49) —(2+4+---+50).

Las sumas entre corchetes son progresiones aritméticas, por lo que tenemos
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= Paral+3+ 5+ ---+ 49 tenemos que el término general esta dado por
an = ap—1 +2paran = 2,3,...25 y a; = 1; entonces, utilizando la
féormula para la suma de progresiones aritméticas tenemos que

25[1 + 49

5 = (25)%

1+3+54 - +49=

m Para2+4+6+8+---+ 50tenemos
25(26)

2+4+6+---+50:2(1+2+3+---+25):2[ }:25(26),

donde la pendltima suma se calcul6 utilizando la suma de Gauss para
n = 25.

Finalmente, retomando la suma original tenemos
S=4[1-2+3-4+-—50]

—4[(1 43454 +49) — (24 44648+ +50)

— 4](25)2 - (25)(26)}

= 4{(25)(25 — 26)}

= 4 @5)(-1)]
= —100.

Progresion geométrica o sucesion geométrica

Definicion 29. La sucesion a1, as,as,...,a,,... €S Una sucesion o progresion
geométrica si para todo a,, que pertenezca a la sucesion existe una constante r,
diferente de cero, tal que

Gy = Qm—1T,
es decir, entre un elemento de la sucesion y el siguiente se mantiene cierta propor-
cion r, llamada razén geométrica, es decir, r = a“—ﬁl

Ejemplos

Determina si las siguientes sucesiones son 0 no geométricas.

1. La sucesién 3,6,12,24,...,3- 2771,
Notemos que la razdén comun esta dada por
am 3.2m-L  9.gm=2

= = = 2
1 3.9m—2 om—2 ’

r =
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y, en efecto, un término de la sucesion es el doble de su antecesor. Por tanto,
la sucesion es geométrica.

2. Lasucesién 1,3,5,...,2n — 1.

Observemos que 3 es el triple de 1, pero 5 no lo es del 3; por tanto, parece
no haber una razén geométrica entre los elementos de la sucesion. Veamos
como es la razén en dos términos consecutivos en general:

A, 2m —1 2m —1

r = = — ,
am—1  2(m—1)—1 2m—3

claramente este no es un valor numérico, por lo que la sucesién no es geométri-
ca.

3. Lasucesiéonz, z2,x3,..., 2", ..., donde x representa un nimero real, distinto
de cero.
Veamos cudl es la razén de dos términos consecutivos arbitrarios:

m T - :L,m—l

por tanto, se trata de una progresién geométrica con razén r = x, y x un
nuamero real distinto de cero.

Suma de los primeros 7 términos de una sucesion geométrica

La suma de los primeros n términos de una sucesién geométrica esta dada por

1—r"
1—7r’

n
S:Zak:al—i-ral—i—rag—i—-"—kmn_l:a1
k=1

siempre que r sea distinto de uno. Para el caso » = 1 la suma de los primeros
n términos de una sucesion geométrica equivale a

S:a1+a1+a1+-'-+a1=na1.

n veces

\

La férmula para el caso r # 1 se obtiene de laresta S — S, esto es
S—TS:[al—i-ag—{—---—i—an_l—i—an} - [Tal—{—?“ag—i—--'—i—ran_l—i—ran}

:[al +ray+---+rap—2+ mn_l} - [ml +rag+---+rap—1+ ran}

=a1 — rap

=a1 —r"aq,
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pues ra, = r[ran_1] = r[r(rap_s)] = -+ = r" lag = r"a;y. Por tanto,

S(I—r)=a(1—1").

Ejemplos
1. Calcular lasuma S = 1+%+i+---+2%.

Notemos que
S—1= L + ! + -+ !
2 4 28
y el lado derecho de esta igualdad es una sucesién geométrica con término
general a,, = 2i entonces
am 2% gm—1 gm—1 1
T = = = = = —
Am—1 2,}71 2m 2.2m=1 9

11 1 1{1-4 1
S—1l=-4+-4...0 == 22l ==
+4+ +28 2(1-5) 2

Asi, la suma solicitada es igual a

1

2. Calcularlasuma S =1—349 — 27 4+ 81 — 243 4+ 729 — 2187.
Agrupemos primero los términos negativos y los términos positivos, esto es

S=1-3+9—27+81 — 243 + 729 — 2187
_ [1+9+81+729} + [—3—27—243—2187}
- [1+9+81+729} —3{1+9+81+729}
= (1-3)[1+9+81+729]

:—2[1+9+81+729}.
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Aunque la suma entre corchetes se puede calcular de forma directa, con la
finalidad de utilizar la teoria de sucesiones observamos que dicha suma co-
rresponde a la de los primeros cuatro términos de una suma geométrica de
razén 9, donde a; = 1; por tanto

1-9* 1-9¢
1-9 -8

1+9481+4+729| =
Finalmente,

S:1—3+9—27+81—243—|—729—2187:—2[1+9+81+729

1-9% 1 4
=—(1-9%.
-8 1=

=-2

3

3. Calcular la suma de la sucesion geométrica x, 22, 23, . .., z'°, donde x repre-

senta un numero real, distinto de cero.

En este caso z es la razén, es decir, no es un valor exacto; sabemos también
que a; = x 'y n = 15, por lo que la suma queda expresada como

15, si x =1,
S=z+a*+2°+ +2'%= 1—z!® .
l'ﬁ, S|CL'?£]..

4. Hallar los términos de una progresién geométrica que suma 364; su primer
término es 1 y tiene razéon r = 3.

Al sustituir los datos S = 364, a1 = 1y r = 3, en la férmula para la suma de
n términos de una sucesién geométrica tenemos

1-3"
364 = ——
1-37
1-3"
364 =

—9
—-728 =1-3",

—729 = 3"

Como 729 = 3%, entonces n = 6 y asi la progresién geométrica tiene 6 ele-
mentos y esta dada por
1,3,9,27,81,273.

3.1.8. Otras sumas especiales

Otro tipo de sumas especiales, no precisamente asociadas a sucesiones o progresio-
nes, son las siguientes.
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Definicion 30. Una suma telescopica es aquella que obedece a alguno de los
siguientes dos patrones:

Z (ak - ak+1> 0 bien Z (ak_H — ak) .

k=1 k=1

Las sumas telescopicas se caracterizan porque, al desarrollar la notaciéon suma, los
términos se van eliminando, quedando al final inicamente dos de ellos, esto es

n
Z <ak_ak+1> = (a1 —a2)+(ag—a3)+(ag—as)+- -+ (an—ant1) = a1 —an41.
k=1

O bien

n
Z <Gk+1 _ak> = (ag—a1)+ (a3 —a2)+(as—a3)+- -+ (ant1—an) = Apt1 —ai.
k=1

Ejemplos

10
1. Hallarlasuma S = ) ((k +1)% - k:2)
k=1

Notemos que la suma es telescépica, en efecto

10
§=3[t+1)2 = 1]
k=1

- [(22— 12) + (32— 2%) 4+ (42 — 32) 4 -~ + (112 — 10?)

=—-12411°
=121 -1
= 120.

n
_ 1
2. Hallarlasuma S = D)
k=1
Observemos que si extendemos la suma obtenemos

- 1 1 1 1 1
S=2 gy i@ am st ey

que no parece ser facil de simplificar, y tampoco parece una suma telescopica.
Sin embargo, podemos verificar que

1 1 1

k(k+1) k k+1
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por lo que la suma original se puede reescribir como

n

- 1 1 1
=3 D = 2 [F w1
— k(k+1) — ko k+1
que es telescépica, y cuyo resultado esta dado por

1
5= Z{_IHJ s

Otras sumas especiales, ademas de la Férmula de Gauss que representa la suma de
los primeros n naturales, son las siguientes.

Suma de los primeros n cuadrados

La suma de los primeros n cuadrados consecutivos es igual a

+1)@nt1)
S = Zk:Q :

Suma de los primeros n cubos

La suma de los primeros n cubos consecutivos es igual a

g Z"’S [ n—f—l)}

\

Notemos que las sumas anteriores no son consecuencia de alguna progresion aritméti-
ca, geométrica y tampoco son resultado de una suma telescépica. La manera formal
de probar que dichas féormulas son correctas es mediante una prueba por induccion,
la cual sera explicada en la seccion 5. 1. 4, correspondiente al principio de induccion
matematica.

3.1.9. Productos especiales

Al hablar del producto de una misma variable por si misma, se abordé el tema de pro-
piedades de los exponentes. En este caso solo describiremos aquellas que se refieren
a exponentes enteros; sin embargo, las correspondientes a exponentes fraccionarios
pueden consultarse en Aguilar Marquez et al. (2009) y Lehmann (2004).

Definicion 31. Si n es un nimero natural, el producto de n factores de un mismo
nuamero x € R lo escribimos como

=x-x -z
—

n factores
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y decimos que x es la base y n el exponente.
La operacion =" se llama potenciacion y cuando n = 1 se omite el exponente.

A continuacion se presentan las propiedades de los exponentes enteros, las cuales
pueden ser probadas con la definicion anterior. Asimismo, se encuentran propiedades
de los exponentes racionales y fraccionarios, los cuales, aungue no estan relacionados
directamente con el concepto de polinomio, pueden ser de utilidad cuando se trata de
simplificar expresiones algebraicas.

Propiedades para exponentes enteros

Las siguientes propiedades pueden utilizarse para cualesquiera bases = # 0,
y # 0 nGmeros reales y exponentes m, n enteros.

xm
_ m—n
1
4. (zy)™ =a™ - y™. 7=

. J

Es importante notar que la propiedad z° = 1 solo ocurre para z #0.
)
2
1\ 4 B 4814-2_ AN 71\ 8
4 - \3 4 \3 4

Ejemplos

Bl

1. Simplificar (13)* ( (

() (

2. Hallar el valor de m si (3™)? = 38,

Observemos que del lado derecho de la igualdad se tiene un exponente entero,
por lo que utilizando la propiedad 3 para exponentes enteros en la expresion
del lado izquierdo obtenemos 3>™ = 38 y, dado que ya se tienen las mismas
bases, entonces la igualdad se cumplira siempre y cuando los exponentes
sean los mismos, es decir, 2m = 8, por lo tanto m = 4.

Productos notables y factorizacion

Ciertos productos que ocurren con mucha frecuencia son llamados productos nota-
bles; tienen una forma especifica, la cual no necesita ser verificada cada vez que se
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realiza dicho producto. Los mas importantes son:

Producto notable | Férmula Resultado |

Binomios 9 9 Diferencia
conjugados (@—y)lz+y)=2"—y de cuadrados

(z +a)(z +b) = 2%+ (a+ b)z + ab | Trinomio general
Binomio (z +y)? = 2% 4 22y + o> Trinomio cuadrado
al cuadrado (x —y)? = 22 — 22y + 4> perfecto

En los ejemplos asociados a la definicion 16 se verificd un ejemplo particular de trinomio
general, y en el ejemplo de la definicién 28 se utiliz y verificé un trinomio cuadrado
perfecto.

Los resultados de los productos notables tienen nombres especificos, pero pueden
entenderse como un mismo objeto algebraico llamado polinomio.

Definicion 32. Un polinomio P(z) en una variable es una expresion de la forma
P(x) = apz™ + an_1z" 1+ + a1z + ao,

donde ay, . .., a, son constantes y n € N. A cada sumando lo llamaremos monomio
o término. Las constantes a; se conocen como los coeficientes del polinomio.

Si a, # 0 decimos que el polinomio tiene grado n. El nimero ag es el término
constante. Si a,, = 1, decimos que el polinomio es ménico. Denotamos por grad(P)
al grado de P(x).

Definicion 33. Al proceso de expresar un polinomio como un producto de dos o
mas factores, con respecto a un sistema de nimeros, se le llama factorizacion. Entre
las formas mas comunes para factorizar se encuentran:

= Factor comun
= Agrupamiento
= Férmulas asociadas a los productos notables:

+ Diferencia de cuadrados.
+ Trinomio general.
» Trinomio cuadrado perfecto.

Ejemplos
Las siguientes factorizaciones se realizan utilizando las férmulas mencionadas:
1ot -2 =22(2? - 1) =22(z + 1)(z - 1)
2. zy? — 22%y + 23 = x(y? — 22y + 2?) = 2(y — x)?
3. 2ab*x? — 4ab’zy + 6a2b*y? = 2ab®(z? — 22y + 3ay?)
4. 322 —6r+4r —8=3z(x —2) +4(z —2) = Bz +4)(x — 2)

5. (5a — 2b)* — (3a — 7b)?
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= [(5a — 2b) — (3a — Tb)] [(5a — 2b) + (3a — Tb)]
= (2a + 5b) (8a — 9b)

6. a® — 6% +9 = (a")2 — 2(3)(a®) + (3)2 = (d® — 3)°

Definicion 34. Un cero de un polinomio P(z) es un nimero 7, tal que P(r) = 0.
Cuando P(r) = 0 también decimos que r es una raiz o una solucion de la ecuacién
P(z)=0.

Notemos que factorizar un polinomio nos ayuda a determinar sus raices o ceros,
lo cual es uno de los problemas fundamentales del algebra. Este problema equivale a
resolver ecuaciones del tipo P(z) = 0, donde P(z), en nuestro caso, es un polinomio.

Ejemplo

Hallar las raices del polinomio z* — 2.

En el ejemplo anterior vimos que la factorizacién es ot — 22 = 22(2? — 1) =
x?(x + 1)(x — 1), por lo que las raices son los valores de x que satisfacen x2(x +
1)(x —1) =0, estoes

r=0,z=—-1y z=1.

Existen muchas mas herramientas algebraicas para traducir y resolver problemas reales
o totalmente algebraicos, como los relacionados con polinomios; sin embargo, la fina-
lidad de este texto es presentar los conceptos y herramientas generales que suelen
utilizarse en los concursos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion
Basica (OMMEB).

3.2. Problemas de algebra, nivel 1

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N1, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 1, del Examen selectivo 2,
Problema 3. En el caso de los problemas correspondientes a la 2. OMMEB se omite el
nuamero de examen y el nivel, puesto que se utilizé solo un examen selectivo para todos
los niveles.
El nivel 1 en la OMMEB refiere a cuarto y quinto grados de primaria.

3.2.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 3.1. (4. OMMEB-Ver., N1, E1, P2). El ano pasado Manuel presenté cua-
tro examenes en su curso de matematicas y obtuvo el 60 % de aciertos en el primer
examen, de 30 preguntas; el 70 % en el segundo, de 10 preguntas; el 80 % en el ter-
cero, de 30 preguntas; y 90 % en (ltimo, de 60 preguntas. ¢Cudl fue el porcentaje de
aciertos que Manuel obtuvo de todos los problemas?

117



118

(@ 70%
(b) 75 %
(c) 82%
(d) 86 %
(e) Ninguna de las anteriores

Problema 3.2. (4. OMMEB-Ver., N1, E1, P3). Si en una granja 2 vacas producen 30
litros de leche en 4 dias, a esta misma tasa de produccion, ¢cuantos litros de leche
produciran x vacas en y dias?

15-2-
(@) ~1

) 15k

() 15-x2-y
(d) 60-z-y
(e) Ninguna de las anteriores

Problema 3.3. (5. OMMEB-Ver., N1, E1, P2). Esteban tiene una tienda de pasteles,
los cuales distribuye entre sus clientes de lunes a viernes. La semana pasada vendié
1000 pasteles el lunes; el martes vendié 20 % mas que el lunes; el miércoles vendio
30 % mas que el martes; el jueves vendié 40 % mas que el miércoles; y el viernes
vendio 50 % mas que el jueves. ¢ Cuantos pasteles vendié Esteban la semana pasada?

(a) 2400 pasteles
(b) 3276 pasteles
(c) 6400 pasteles
(d) 9220 pasteles
(e) Ninguna de las anteriores

Problema 3.4. (3. OMMEB-Ver., N1, E2, P2). Hugo tiene una canica mas que las que
tiene Paco, quien cuenta con una canica mas que las que tiene Luis. Hugo solo tiene
canicas verdes, mientras que Paco y Luis solo cuentan con canicas amarillas. ¢ Cuantas
canicas pueden sumar en total Hugo, Paco y Luis?

a) 22 canicas

b) 53 canicas

(
(
(c) 67 canicas
(d) 69 canicas
(

e) Ninguna de las anteriores



3.2. Problemas de éalgebra, nivel 1

Problema 3.5. (4.* OMMEB-Ver., N1, E2, P3). ; Cuantas fracciones reducidas hay en-
tre £y 1, tales que tienen denominador 157

(e) Ninguna de las anteriores

Problema 3.6. (5. OMMEB-Ver., N1, E2, P1). A una jarra se le vierte agua hasta la
quinta parte de su capacidad y pesa 560 g. A la misma jarra se agrega mas agua hasta
completar cuatro quintas partes de su capacidad y pesa 740 g. s Cuanto pesa la jarra
vacia?

(@) 60 g

(b) 180 g

(c) 300 g

(d) 500 g

(e) Ninguna de las anteriores
Problema 3.7. (5. OMMEB-Ver., N1, E3, P2). Angelina eligié dos enteros positivos y
los utilizé para escribir una fraccién. Después borr6é el numerador y lo incrementé en
40 %. ¢En qué porcentaje se debe reducir el denominador para que la nueva fraccion
sea el doble de la inicial?

(@ 10%

(b) 20%

(c) 30%

(d) 40%

(e) Ninguna de las anteriores

3. 2. 2. Preguntas abiertas

Problema 3.8. (2. OMMEB-Ver., P5). En la figura hay 3 cuadrados. La longitud del
lado del cuadrado mas pequeno es 6 cm. ¢Cual es la longitud del lado del cuadrado
mas grande?
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Problema 3.9. (2. OMMEB-Ver., P14). Para armar 300 llaveros trabajan 4 personas
durante 9 horas. ¢ En cuanto tiempo arman los mismos 300 llaveros 6 personas?

Problema 3.10. (2. OMMEB-Ver., P15). Armando, Daniele y Joaquin fueron de com-
pras. Daniele gast6 solamente el 15 % de lo que gast6 Joaquin. Sin embargo, Armando
gastd 60 % mas que Joaquin. Juntos gastaron $5, 500. ¢, Cuanto gasté Armando?

Problema 3.11. (2. OMMEB-Ver., P16). Miguel y Tere deciden jugar una carrera. Mi-
guel corre alrededor del perimetro de la alberca que se muestra en la figura, mientras
que Tere nada a lo largo de ella. Miguel corre tres veces mas rapido que lo que nada
Tere, quien nado seis veces la longitud de la alberca en el mismo tiempo en que Miguel
corrié cinco veces alrededor de la misma. ¢, Cual es el ancho de la alberca?

—>

N0

Problema 3.12. (3. OMMEB-Ver., N1, E1, P8). La suma de las edades de un grupo
de nifos es 36. En dos anos la suma de las edades sera 60. ¢ Cuantos nifios hay en el
grupo?

Problema 3.13. (4. OMMEB-Ver., N1, E2, P5). Una maestra reparte dulces en un
grupo de cinco nifios: Esteban, lvan, Brenda, Ulises y Maria. A Esteban le dio cierta
cantidad de dulces, a Ivan le entregd el doble de los dulces que le dio a Esteban,
mientras que a Brenda le regalé el triple que a Esteban; a Ulises le otorgé la mitad que
a Brenda y, por ultimo, a Maria le proporciond un cuarto de la cantidad que le dio a Ivan.
Si la maestra tenia 80 dulces, ¢ cuantos dulces le tocé a cada uno de los nifios?

Problema 3.14. (5. OMMEB-Ver., N1, E2, P7). Don Francisco tiene una cuenta en un
banco con cierta cantidad de dinero. Después del primer ano, se percaté de que su
cuenta disminuy6 en un 20 %, al segundo aument6 en un 5 %, al tercer afo disminuyd
en un 10 % y al cuarto aumentd en un 25 %. Al cabo de estos cuatro afos, ¢cuanto
disminuy6 o aumento la cuenta de Don Francisco respecto a la cantidad inicial?

Problema 3.15. (3. OMMEB-Ver., N1, E3, P2). Para alimentar a su canario Ulises
compré una bolsa de alpiste. La primera semana el canario comio % del contenido
original de la bolsa. La segunda semana comio % de la cantidad original y la tercera
comié i del sobrante. ¢ Qué fraccion queda del total del contenido de la bolsa?



3.3. Problemas de algebra, nivel 2

Problema 3.16. (3. OMMEB-Ver., N1, E3, P5). En la figura aparece un rectangulo que
Ulises ha dividido en cuatro rectangulos mas pequenos. Si el nimero que aparece den-
tro de los rectangulos pequefios representa el valor de su correspondiente perimetro,
determina el valor de z.

Problema 3.17. (3. OMMEB-Ver., N1, E4, P1). Una cubeta contiene agua hasta la mi-
tad de su capacidad. Cuando Cecilia le agrega dos litros, la cubeta registra tres cuartos
de su capacidad. ¢ Cual es la capacidad total de la cubeta?

Problema 3.18. (4. OMMEB-Ver., N1, E4, P5). ;Cual es el digito de las decenas del
numero que resulta de la siguiente resta?

202! — 22,

Observacion. El simbolo n* significa elevar el niimero n al exponente k, es decir,

nk:nxnx---xn.
—_—————

k veces

Problema 3.19. (5. OMMEB-Ver., N1, E4, P1). En el puesto de frutas de Francisco, 3
platanos cuestan tanto como 2 manzanas, mientras que 6 manzanas cuestan igual que
4 naranjas. ¢ Cuantas naranjas cuestan lo mismo que 18 platanos?

3.3. Problemas de algebra, nivel 2

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N2, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 2, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 2 en la OMMEB refiere a sexto grado de primaria y primer ano de secundaria.

3.3. 1. Preguntas de opcion multiple

Problema 3.20. (3. OMMEB-Ver., N2, E1, P1). Un recipiente de vidrio lleno de liquido
pesa 400 g. Cuando esta vacio pesa 100 g. ¢ Cuanto pesa cuando esta a la mitad?
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400 g 100 g ?

(@) 150 g
(b) 200 g
(c) 225 g
(d) 250 g
(e) 300 g

Problema 3.21. (5. OMMEB-Ver., N2, E1, P1). En una tienda venden dulces de limén a
3 pesos y de fresa a 2 pesos. Ulises compro cierta cantidad de dulces de cada sabor; sin
embargo, el senor de la tienda le dio la cantidad de dulces de limén que correspondia a
los de fresa y viceversa, ademas de que pagé en total 62 pesos. De la bolsa sacé tres
dulces al azar, dos de los cuales eran de limén, y después de eso en la bolsa quedd
la misma cantidad de dulces de limén que de fresa. ¢ Cuanto hubiera pagado Ulises de
mas, o de menos, si le hubieran dado las cantidades correctas?

(a) Hubiera pagado un peso menos
(b) Hubiera pagado lo mismo

(c) Hubiera pagado un peso mas
(d) Hubiera pagado tres pesos mas
(e) Ninguna de las anteriores

Problema 3.22. (3. OMMEB-Ver., N2, E2, P3). Ulises puede hacer un trabajo en cuatro
horas y Marichuy la misma tarea la cumple en cinco horas. Ellos deciden realizar el
trabajo entre los dos. Al cabo de dos horas de laborar juntos, Ulises pide permiso para
ausentarse y regresa después de una hora, mientras Marichuy continla sin descanso.
¢ En qué momento terminan el trabajo?

(a) Marichuy termina el trabajo 10 minutos después de que se ausenta Ulises
(b) Marichuy finaliza 30 minutos después de que se va Ulises

(c) Marichuy termina 45 minutos después de que se ausenta Ulises

(d) Marichuy y Ulises concluyen el trabajo antes de las dos primeras horas

(e) Marichuy y Ulises terminan 10 minutos después de que Ulises regresa



3.3. Problemas de algebra, nivel 2

Problema 3.23. (4.“ OMMEB-Ver., N2, E2, P2). ;Cual de las siguientes desigualdades
es cierta?

(a) 630 > 360 > 216°
(b) 36'0 > 2165 > 630
(c) 216% > 3610 > 630
(d) 216°% > 630 > 360
(e)

e) Ninguna de las anteriores

3. 3. 2. Preguntas abiertas

Problema 3.24. (3. OMMEB-Ver., N2, E1, P9). Juana estuvo lanzando un balén a
la canasta de basquetbol. Después de 20 lanzamientos habia encestado 55 % de las
veces. Tras 5 lanzamientos aument6 a 56 % su proporcion de aciertos. ¢En cuantos de
esos 5 Ultimos tiros acerté?

Problema 3.25. (4. OMMEB-Ver., N2, E1, P9). Carmen hornea 48 galletas en su pa-
naderia. Por la manana vende la mitad de las galletas a 25 pesos cada una. Por la
tarde vende dos terceras partes de las que le quedan a mitad de precio, porque ya no
estan recién horneadas. Finalmente, por la noche vende las galletas sobrantes a 10
pesos cada una. Si Carmen gasta 7.50 pesos en cada galleta, ¢,cual es su ganancia al
término del dia?

Problema 3.26. (5. OMMEB-Ver., N2, E1, P4). Ulises, Esteban e Ivan presentaron
un examen de historia que consistia en 30 preguntas. Ulises respondié correctamente
20 % menos que las preguntas que respondid bien Esteban, e Ivan respondi6 acerta-
damente 45 % mas preguntas que lo hecho por Esteban. Si entre los tres tuvieron 65
respuestas correctas, ¢,cuantos aciertos tuvieron cada uno de ellos?

Problema 3.27. (5. OMMEB-Ver., N2, E2, P4). Un examen tiene 20 preguntas. Para
calcular la calificacion, por cada respuesta correcta se suman 7 puntos, mientras que
por cada incorrecta se quitan 4 puntos. Las respuestas en blanco no aportan puntos
a la cuenta. Guadalupe sac6 100 puntos en el examen. ;Cuantas preguntas dejo en
blanco?

Problema 3.28. (4. OMMEB-Ver., N2, E3, P4). ;Cuantas fracciones reducidas hay
entre 1 y £ que tengan numerador 7?

Problema 3.29. (4. OMMEB-Ver., N2, E3, P5). El nimero 3600 se puede escribir como
2% x 3 x 4¢ x 5%,
donde a, b, cy d son enteros positivos. Sia + b+ ¢+ d = 7, cuanto vale c?

Problema 3.30. (4.* OMMEB-Ver., N2, E4, P1). El dia de hoy, el producto de las edades
de Ulises y su papa es 1590. Si ellos no tienen edades mayores a 100, ¢en qué ano
naci6 Ulises?
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Problema 3.31. (4. OMMEB-Ver., N2, E4, P5). ;Cual es el digito de las decenas del
ndmero que resulta de la siguiente resta?

20202021 _ 2022.

Problema 3.32. (5. OMMEB-Ver., N2, E4, P1). La edad de Tomas es 7' afos, que
también es la suma de las edades de sus tres hijos. Si su edad hace NN afhos era el
dob&g de la suma de las edades de ellos (en ese tiempo), entonces ¢cual es el valor
de &7

N

3.4. Problemas de algebra, nivel 3

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacién como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N3, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 3, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 3 en la OMMERB refiere al segundo ano de secundaria.

3.4.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 3.33. (3. OMMEB-Ver., N3, E1, P4). Un tren esta formado por 18 vagones.
En total hay 700 pasajeros a bordo, pero se sabe que en cada cinco vagones conse-
cutivos hay exactamente 199 pasajeros. ¢Cudntos pasajeros en total hay en los dos
vagones que estan en el centro del tren?

(@) 70

Problema 3.34. (5. OMMEB-Ver., N3, E1, P2). En una tienda venden dulces de sabor
limén a 3 pesos, de fresa a 2 pesos y de menta a un peso. Ulises entrd y pidi6 cierta
cantidad de cada tipo, pero el sefor de la tienda se confundié y le dio la cantidad
solicitada de dulces de limon en dulces de menta, los pedidos de fresa se los cambi6
por limén y los de menta se los dio de fresa. Al final pagé 127 pesos; pero, si Ulises
hubiera recibido la cantidad correcta de cada sabor, hubiera pagado 28 pesos mas.
Cuando sac6 dos dulces de la bolsa, ambos eran de fresa, y en la bolsa quedd la
misma cantidad de dulces de fresa que la suma de los de limén y de menta. ¢ Cuantos
dulces de fresa le dio el sefior de la tienda a Ulises?

(@) 36
(b) 41



3.4. Problemas de éalgebra, nivel 3

(c) 47
(d) 50
(e) Ninguna de las anteriores

Problema 3.35. (3. OMMEB-Ver., N3, E2, P3).  Cuantas parejas de nimeros enteros
(a,b) hay?, tales que satisfacen la siguiente ecuacion

a? — b* = 2019.
a) Solo una pareja

b) Dos parejas

d
(e) Ninguna de las opciones anteriores

Problema 3.36. (4. OMMEB-Ver., N3, E2, P3). ; Cual de las siguientes desigualdades
es cierta?

(@) 30%0 > 15%0 > ¢"8
(b) 1580 > 678 > 30%°
(
(

(@)
(b)
(c) Cuatro parejas
(d) Una infinidad

c) 67 > 15%0 > 30%
d) 1530 > 3039 > 678
(e) Ninguna de las anteriores

Problema 3.37. (4. OMMEB-Ver., N3, E3, P3). Encuentra la posicion (fila y columna)
en la que se ubica el numero 2020 en el siguiente arreglo infinito, en donde se asientan
todos los nimeros enteros positivos.

Observacidén. Por ejemplo, el 14 se encuentra en la fila 2 y columna 4.

1 3 6 10 15
2 5 9 14

4 8 13

7012

11

a) Fila 4y columna 60

b) Fila 60 y columna 4

d

e) Ninguna de las anteriores

(@)

(b)

(c) Fila4ycolumna 61
(d) Fila 61y columna 4
(e)
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3.4.2. Preguntas abiertas

Problema 3.38. (3. OMMEB-Ver., N3, E1, P9). Un contenedor en forma de caja rec-
tangular se llena parcialmente con 120 metros cubicos de agua. La profundidad del
agua es 2 m, 3 m o 5 m, dependiendo de cuél base de la caja se pone en el piso,
como se muestra en el esquema (sin escala). ¢ Cual es el volumen del contenedor?

om

le 3mI ' .
’t /; ----------- - "'

Problema 3.39. (5. OMMEB-Ver., N3, E1, P6). Consideremos el conjunto de nimeros
enteros positivos A, tales que los digitos que conforman a estos nimeros son todos
diferentes de cero y que la suma de ellos es 2021. Si n es el niUmero mas pequeino
del conjunto A y m es el mas grande, ¢ cuanto vale la suma de los digitos del nimero
(m—1)—(n+1)?

Problema 3.40. (5. OMMEB-Ver., N3, E2, P6). Marichuy tiene un pizarrén lo suficien-
temente grande para escribir una lista de niUmeros de la siguiente forma: el 1, tres
veces, el 2, seis veces y asi sucesivamente; el nimero k lo escribe 3k veces, pero al
llevar escritos 500 nimeros se acaba el espacio en el pizarrdn. Encuentra el valor de la
suma de todos los nimeros que escribié Marichuy.

Problema 3.41. (5. OMMEB-Ver., N3, E3, P4). Ulises y Belén tienen tres tarjetas y
en cada una de ellas esta escrito un namero. En el reverso de las tarjetas de Ulises
aparecen las letras A, B y C'. Belén le muestra los nimeros de sus tarjetas, en donde
aparecen: 2, 3 y 4. Antes de que Ulises revele los niumeros de sus tarjetas, realiza las
siguientes operaciones con cada uno de los nimeros de ella: suma el producto del
cuadrado del nimero de Belén, por el nimero que aparece en la tarjeta A, al resultado
suma el nimero de Belén por el nimero de la tarjeta B y, finalmente, a lo anterior suma
el nimero que aparece en la tarjeta C; los resultados obtenidos fueron 11, 18 y 27,
respectivamente. Con esta informacion Belén deduce los nimeros en las tarjetas de
Ulises. ¢ Cudles son los valores de los nimeros en las tarjetas A, By C'?

Problema 3.42. (3. OMMEB-Ver., N3, E4, P2). Maria y Luisa compitieron en la reso-
lucién de una lista de 100 problemas. Algunos de ellos no fueron resueltos por ninguna,
pero otros los solucionaron las dos. Por cada problema resuelto, la primera en hacerlo
obtuvo cuatro puntos y, en caso que lo hubieran hecho las dos, la segunda obtuvo solo
un punto. Si cada una de ellas resolvié 60 problemas de la lista y entre las dos lograron
312 puntos, ¢cuantos problemas solucionaron en comin?

Problema 3.43. (3. OMMEB-Ver., N3, E4, P3). Al final de un dia de ventas, Mariana
y Ricardo juntaron el dinero que gan6 cada uno y se lo repartieron en partes iguales.
Haciendo esto, Ricardo perdié un 30 % del dinero que habia ganado. ;Qué porcentaje
obtuvo Mariana?



3.5. Soluciones a los problemas de algebra

Problema 3.44. (3.“ OMMEB-Ver., N3, E4, P7). La bascula de mi mama se descompu-
so. Si algo pesa menos de 1000 g, la bascula muestra correctamente su peso. Si algo
pesa 1000 g o mas, muestra cualquier nimero mayor que 1000 g. Tenemos 5 pesas
con respectivos pesos A, B, C, Dy E (medidos en gramos). Todas las pesas son me-
nores a 1000 g. Al pesar algunas de ellas por pares, obtuve las siguientes cantidades:
B+D=1200g,C+FE=2100g, B+ FE =800g, B+C =900gy A+ F =600 g.
¢ Cual de las pesas es la mas pesada?

Problema 3.45. (4. OMMEB-Ver., N3, E4, P2). En una tienda venden estampas co-
leccionables. Cada estampa tiene un costo individual de $2. En la tienda tienen una
promocion: si compras un nimero de estampas mudltiplo de 4, te regalan una estampa
por cada cuatro; si compras un numero multiplo de 11, te regalan tres estampas por ca-
da once; y si compras un numero de estampas multiplo de 19, te regalan cinco por cada
diecinueve. Esteban ha ahorrado $1222 y planea gastarlo todo en estampas. Como es
muy inteligente, compré de tal forma que pudiera conseguir la mayor cantidad de es-
tampas con la promocién. Si inicialmente Esteban no tenia estampa alguna, ¢ cuantas
tiene en total después de su compra?

Problema 3.46. (4. OMMEB-Ver., N3, E4, P5). ;Cual es el digito de las decenas del
numero que resulta de la siguiente resta?

90252024°°%° _ 9()9(2021*7*

Problema 3.47. (4. OMMEB-Ver., N3, E4, P7). Sea Py, P», ..., Py la lista de los
primeros 2020 numeros primos en algun orden. Sea

A= P+ P+ + P19) (P2 + P3+ -+ + Papao),
B=(P1+Py+ -+ P) (P2 + P3+ - + Po1o).
Determina cual nimero es mayor de entre Ay B.

Problema 3.48. (5. OMMEB-Ver., N3, E4, P4). Considera la sucesion de nimeros
4,7,1,8,9,7,6, ...

Para n > 2, el n-ésimo término de la sucesion es el digito de las unidades de la suma
de los dos términos anteriores. Si .S,, es la suma de los primeros n términos de esta
sucesion, ¢ cudl es el valor mas pequeiio de n para el cual S,, > 10,0007

3.5. Soluciones a los problemas de algebra

3.5.1. Nivel 1

Solucion del problema 3.1. La respuesta es (e).

Para el primer examen podemos obtener el nimero de aciertos por medio de la
regla de tres, es decir, si 30 aciertos era el 100 % entonces al 60 % le corresponde
(0.6)(30) = 18 aciertos. Analogamente tenemos que para el segundo examen obtuvo
(0.7)(10) = 7 aciertos, del tercero (0.8)(30) = 24, y del tltimo obtuvo (0.9)(60) = 54.
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Asi que tuvo 18 4+ 7 + 24 4+ 54 = 103 aciertos en total de 30 + 10 + 30 + 60 = 130
problemas. Luego, el porcentaje de problemas contestados correctamente fue

103

— = 0.7923.
130

Solucion del problema 3.2. La respuesta es (a).

Tenemos que dos vacas producen Y de leche en un dia, asi que una vaca produce

29 = L jitros de leche en un dia. Luego, z cantidad de vacas produce 2% de leche en

un dia, por lo que en y dias produciran 15)% litros de leche.

Otra solucion. Notemos que el nimero de vacas es inversamente proporcional al
numero de dias y es proporcional al nimero de litros de leche que se producen. Por lo
que la constante de proporcionalidad es % = %. Sea z la cantidad que buscamos,

Ty _ 4 __ 152y
luego =* = {5, por lo que z = = —~.

Solucion del problema 3.3. La respuesta es (d).

El 20 % de 1000 es 200, por lo que el martes vendié 1200 pasteles. El dia miércoles
vendi6 1200(1.3) = 1560 pasteles. Luego, el jueves vendié 1560(1.40) = 2184 vy, por
dltimo, el viernes vendié 2184(1.50) = 3276 pasteles. Por lo tanto, la semana pasada
Esteban vendio 1000 + 1200 + 1560 + 2184 4 3276 = 9220 pasteles.

Solucion del problema 3.4. La respuesta es (d).

Pensemos que n es la cantidad de canicas que tiene Luis, asi que Paco tiene n + 1
canicas y Hugo tiene n+ 2 canicas. Por lo que hay en total 3n + 3 canicas; si igualamos
la expresién a cada una de las cantidades de las opciones podemos darnos cuenta que
69 canicas es la respuesta correcta.

Solucion del problema 3.5. La respuesta es (b).
Notemos que buscamos todos los valores enteros posibles de n tales que

o de manera equivalente,

Asi que los valores de n que cumplen esto son 3, 4y 5, pero 15 = % y 1 que son
reducibles. El Unico valor de n que cumple con lo requerido es n = 4, por Io tanto solo
hay una fraccion que satisface las condiciones.

Solucion del problema 3.6. La respuesta es (d).

La segunda vez la jarra tenia 4/5 — 1/5 = 3/5 de agua extra, y su peso se incre-
menté por 740 — 560 = 180 g, de manera que el agua que corresponde a llenar una
quinta parte de la jarra pesa 180/3 = 60 g. Asi, la jarra pesa 560 — 60 = 500 g.

Solucion del problema 3.7. La respuesta es (c).
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Si la fraccion original es % y = es el porcentaje que se reduce a b, entonces quere-
mos que

(1+04)a _a
(1—2)b _25'

De donde, 1+ = 2 o, equivalentemente, 1

decir, hay que reducir a b en un 30 %.

=1l—2ayasi,z =1—-0.7=0.3, es

Solucion del problema 3.8. La longitud del lado del cuadrado mediano es 6 + 2 =
8 cm. La longitud del lado del cuadrado mas grande esde 8 +6 — 2 = 12 cm.

Solucion del problema 3.9. Cada persona hace 75 llaveros en 9 horas, de manera
que cada hora hace %5 llaveros. Entonces 6 personas logran %ﬁ = 50 llaveros por

hora. Para producir 300 llaveros necesitan trabajar 6 horas.

Otra solucion. El nimero de personas se incrementd en 50 %, de manera que el nime-
ro de horas debe reducirse de manera que al aumentar 50 % sea 9, es decir, si z es el
namero de horas, entonces

z(14+0.5)=9
de donde x = 6.

Solucion del problema 3.10. Juntos gastaron 15 % + 100 % + 160 % = 275 % de lo
que gastd Joaquin. Asi, usando la regla de tres, se tiene que Joaquin gast6 w =

2,000 pesos. Como Armando gastd el 60 % mas, gasté 3, 200 pesos.

Solucion del problema 3.11. Tere recorrié 6 x 50 = 300 m. Miguel recorrié el triple, o
sea, 900 m. Como Miguel dio cinco vueltas a la alberca, recorrié 10 veces la suma del
largo y el ancho de la alberca. Es decir, si x es el ancho, Miguel recorrié 10(50 + =) =
900, de donde x = 40 m.

Solucion del problema 3.12. La diferencia entre 36 y 60 es 24 y, como cada nifo
contribuye en 2 a la suma, concluimos que el nimero de nifios es 12.

Solucion del problema 3.13. Sea x la cantidad de dulces que la maestra le dio a
2z _

Esteban, por lo que a Ivan le dio 2x, a Brenda le dio 3x, a Ulises %x y a Maria 5 = 3.
Luego, x + 2z + 3z + 37”” + 5 = 8z es la cantidad total de dulces, asi que 8z = 80y,
por lo tanto, x = 10.

Concluimos que a Esteban le tocaron 10 dulces, a Ivan 20, a Brenda 30, a Ulises 15
y a Maria 5.

Solucion del problema 3.14. Si denotamos como X a la cantidad inicial que Don
Francisco tenia en su cuenta bancaria, y como X; a la cantidad que result6 tener al
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transcurrir ¢ afos, observemos que:

X) = — X,

21\ 8 168
Xo==Xi= (=) —=Xo=—X
270! (20) 107° " 20077

9 9\ 168 1512
— Xy = =) 22X, = —Z2X,
Xs = 152 <10> 200"~ 2000

5 5 1512 7560 945
Xp="Xg=(2) 22X = — Xy = — X,.
P (4> 2000"° ~ 8000°" ~ 1000""

Finalmente, al transcurrir estos 4 afios, tenemos un 94.5 % de la cantidad inicial, es
decir, la cuenta de Don Francisco disminuy6 un 5.5 % respecto a lo que tenia al inicio.

Solucion del problema 3.15. En la segunda semana quedaba % de la cantidad inicial,
el canario comi6 £ de lo que quedaba, es decir, 3 x + = ¢ de la cantidad original,
asi que al empezar la tercera semana ya solo quedaba 1 — 5 — é = % del contenido
original. Luego, el canario se comié la cuarta parte, es decir, £ x i = 1—12 de la cantidad

L . 1 1 _ 1 . .
inicial, por lo que al final queda 5 — 75 = 7 del contenido original.

N[O =

Solucion del problema 3.16. Sea a el valor del lado horizontal del rectangulo supe-

rior izquierdo y c el lado vertical de este mismo rectangulo; sea d el lado vertical del

rectangulo inferior izquierdo y b el lado horizontal del rectangulo superior derecho.
Sabemos, por el enunciado del problema, que

2a + 2c = 2,
2b 4 2¢ =4,
2a +2d = 4.

Para encontrar el valor de = necesitamos el de 2b + 2d. De la primera ecuacién des-
pejamos el valor de ¢ y la sustituimos en la segunda ecuacion 2b + 2(1 — a) = 4, de
donde tenemos que a = b — 1. Sustituimos ahora el valor de a en la tercera ecuacién y
obtenemos b + d = 3, con lo que x = 2b + 2d = 6.

Solucion del problema 3.17. Respuesta: ocho litros.
Dos litros de agua equivalen a % — % = i de la cubeta, asi que el total de la cubeta

es de ocho litros.

Solucion del problema 3.18. Notemos que 202 = 400, donde el digito de las decenas
es 0; por otro lado 203 = 8000, donde el digito de las decenas es 0. Podemos notar que
202! tendra como digito de las decenas al 0. Asi, el digito de las decenas de 222! — 22
es 7.

Solucion del problema 3.19. Como 3 platanos cuestan tanto como 2 manzanas, te-
nemos que 18 platanos cuestan igual que 12 manzanas. Ya que 6 manzanas cuestan
lo mismo que 4 naranjas llegamos a que 12 manzanas es el equivalente a 8 naranjas,
por lo tanto 18 platanos cuestan tanto como 8 naranjas.
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3.5.2. Nivel 2

Solucion del problema 3.20. La respuesta es (d).

Como pesa 400 g cuando esta lleno y 100 g cuando esta vacio, deducimos que el
liquido total pesa 300 g. Entonces la mitad del liquido pesa 150 g que, agregados al
peso del recipiente, nos dan 250 g.

Solucion del problema 3.21. La respuesta es (c).

Sean V la cantidad de dulces de limén y R la cantidad de dulces de fresa que le
dieron a Ulises, por lo tanto pagé 3V + 2R = 62. Luego, como extrae tres dulces y
dos de ellos son de limén y queda la misma cantidad de dulces de fresa que de limén,
quiere decir que los de fresa originalmente eran uno mas que los de limén, por lo que
R =V + 1. Por lo tanto, 5V 4+ 2 = 62, de donde V = 12y R = 13. Si le hubieran
dado la cantidad correcta de dulces hubiera pagado 13(3) + 12(2) = 63. Por lo tanto,
hubiera pagado un peso mas.

Solucion del problema 3.22. La respuesta es (b).
Sabemos que en una hora Ulises hace % de un trabajo, mientras que Marichuy hace

% del mismo trabajo, asi que juntos hacen i + % = % de la encomienda. Luego de
dos horas juntos hacen 2(2%) = % del trabajo, por lo que ahora tenemos que saber
en cuanto tiempo ¢ Marichuy acabaria 10 de la tarea restante, que se expresa de la

siguiente forma: %t = 10, de donde t = 5. Por lo tanto, Marichuy acaba el trabajo

media hora después de que se va Ulises.

Solucion del problema 3.23. La respuesta es (
Notemos que 6 =2-3,36 = (2- y 216 = %2 33 . Luego, 63 = 230.330 3610 —
((2-3)%)10=220.320y 2165 = ((2 8, por lo que 630 > 360 > 216°.

Solucion del problema 3.24. Como el 55% de 20 es 11, tenemos que al principio
habia acertado 11 veces. Ya que el 56 % de 25 es 14, acerté 14 — 11 = 3 veces en
eso0s cinco tiros.

Solucion del problema 3.25. La cantidad que vende por la mafana es de % =24
galletas, por lo que en la manana gano 24 x 25 = 600 pesos. Luego, en la tarde las
dos terceras partes de lo que quedan es % X 24 = 16, y como cada una la vende
a 12.50 tendriamos que en la tarde gana 16 x 12.50 = 200 pesos. Por ultimo, la
cantidad de galletas que queda en la noche es 24 — 16 = 8, por lo que su ganancia
fue de 8 x 10 = 80 pesos. Ahora, como gasta 7.50 pesos por galleta, por todas gasta
7.50 x 24 = 360 pesos, por lo que en total gand 600 + 200 + 80 — 360 = 520 pesos.

Solucion del problema 3.26. Sea x la cantidad de preguntas que contest6é correc-
tamente Esteban. Como Ulises contesté 20 % menos que Esteban, eso significa que
contestd (0.8)x acertadamente, en tanto Ilvan contestd (1.45)z bien. Luego

65 = (0.8)x + = + (1.45)x = (3.25)x,
con lo que x = 20. Por lo tanto, Ulises obtuvo 16 aciertos, Esteban obtuvo 20 e Ivan 29.

Solucion del problema 3.27. Llamemos ¢ al nimero de respuestas correctas. Como
Guadalupe obtuvo 100 de calificacién, entonces 7¢ > 100, de donde ¢ > 100/7 > 14.
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Por otro lado, cada respuesta incorrecta resta 4 puntos y 100 es multiplo de 4, asi que
7c debe ser también multiplo de 4, de donde, a su vez, ¢ es multiplo de 4. También
sabemos que el examen tuvo 20 preguntas, asi que las Unicas posibilidades para c
son ¢ = 16 o ¢ = 20. Claramente ¢ # 20. Para ¢ = 16, 7c = 112, de donde tuvo 3
respuestas incorrectas y dejo 1 en blanco.

Solucion del problema 3.28. Las fracciones que buscamos son de la forma % con
n > 0, y deben cumplir que

<-<

SIIEN|

1
37

B~ =

es decir,
3n < 84 < 4n.

Por lo que n < 28 y ademas n > 21. Como la fraccién que buscamos % debe ser
reducida, las Unicas opciones para n son: 22, 23, 24, 25, 26 y 27. Es decir, hay 6
fracciones.

Solucion del problema 3.29. Observemos que 3600 = 2% x 32 x 52. Ademas 4¢ = 22%¢,
Luego, a + 2¢ = 4, asi que

T=a+b+c+d=4—-2c+2+2+c=8—c
Concluimos que ¢ = 1.

Solucion del problema 3.30. Observemos que 1590 = 2 x 3 x 5 x 53. Luego notemos
que 53 > 30 = 2 x 3 x 5, por lo que este factor debe ser parte de la edad del papa
de Ulises. Luego 53 multiplicado por cualquier otro de los factores es mayor a 100,
por lo tanto la edad de Ulises es 30 y el de su papa es 53, luego Ulises naci6é en
2020 — 30 = 1990.

Solucion del problema 3.31. Veamos que 20202 tendra por Gltimos dos digitos 00,
esto se cumplira para cualquier potencia n, es decir, 20202°2! va a terminar en 00.
Luego, los ultimos dos digitos de 2020%2°2! — 2022 son 78, por lo tanto el digito de las
decenas es 7.

Solucion del problema 3.32. La edad de Tomas hace N anos eraT’ — N. La sumade
las edades de los tres nifios en ese tiempo era T'—3N. Porloque T'— N = 2(T'—3N)),
asi que 5N =T, por lo que % = 5. Las condiciones que pide el problema se pueden
cumplir si, por ejemplo, la edad de Tomas es 30 y la edad de los nifios es 9, 10, 11,
tendriamos que 7'= 30y N = 6.

3.5.3. Nivel 3

Solucion del problema 3.33. La respuesta es (d).

Digamos que las cantidades de personas en los cinco primeros vagones son a, b, ¢,
dy e, eneseorden. Como a + b+ ¢+ d + e = 199, pero también del segundo vagén
al sexto hay en total 199 personas, entonces el sexto vagén tiene a personas. De la
misma manera deducimos que el séptimo tiene b personas y asi sucesivamente.
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Solucion del problema 3.34. La respuesta es (b).

Sean V la cantidad de dulces de limén, R los de fresa y A los de menta que le dieron
a Ulises en su compra. Tenemos entonces que la cantidad que pagdé es 3V +2R+ A =
127. Si le hubieran dado los que pidié debié pagar 34 + 2V + R = 127 + 28 = 155.
Cuando quita dos de fresa tenemos R — 2 = A 4+ V. De aqui que 5V + 34 = 123y
3V 4+ 4A = 153. Luego, 20V + 124 =492y 9V + 12A = 459. Asi 11V = 33, luego
V=3A=36yR=41.

Solucion del problema 3.35. La respuesta es (b).

Notemos que a?> — b*> = (a — b)(a + b), donde a + b > a — b > 0, ya que son
enteros positivos. Por otro lado, 2019 = 3 x 673, donde 673 es primo, luego tenemos
que 2019 =1 x 2019 0 2019 = 3 x 673. Ahora veamos los siguientes casos:

= Caso1.Sia+b=2019ya — b= 1 obtenemos la pareja (1010, 1009).
= Caso2.Sia+b=673ya— b= 3 obtenemos la pareja (338, 335).
Por lo tanto, solo hay dos parejas.

Solucion del problema 3.36. La respuesta es (b).

Observemos que 63 = (2 - 3)3? > 539, asi que si multiplicamos ambos lados por
(2-3)39 llegamos a que (2-3)™ > (2-3)39 .53 = 303%. Por otro lado, 3-5 > 2- 3, por
loque (3-5)80 > (3-5)™ > (2-3)"®. De lo anterior la Gnica desigualdad verdadera es
1589 > 678 > 30%.

Solucion del problema 3.37. La respuesta es (d).
Iniciemos notando que el n-ésimo numero de la primera fila tiene la forma

n(n+1)
2 b
llamemos n-ésima diagonal izquierda a los niUmeros que se encuentran en lafila iy la
columna j, con i+ j—1 = n. Por ejemplo, la tercera diagonal izquierda son los nimeros

en lafila ¢y la columna j coni + 5 — 1 = 3, obteniendo las siguientes opciones para
los valores de 7 y j:

Fila ¢ NUmero en la posicién (i, j)
3

1 6
2 2 5
3 1 4

Observemos que los nimeros en la n-ésima diagonal izquierda son los enteros meno-
res que el elemento en la posicién (1, n), disminuidos de 1 en 1.
64(65)

A partir de lo anterior, notemos que 6364 _ 9016 y que —— = 2080, como
2016 < 2020 < 2080, entonces 2020 estara en la diagonal izquierda que tiene como
elemento (1, 64) al 2080.

Asi, lafila ¢ y la columna j en la que se encuentra 2020 cumple que i + j — 1 = 64,
es decir, © + j = 65 y estara 2080 — 2020 = 60 posiciones hacia la izquierda de 2080,
esto es, enlacolumnaj =4yasii=65—7j=61.

Por lo tanto, 2020 se encuentra en la fila 61 y la columna 4.
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Solucion del problema 3.38. Digamos que los lados del contenedor miden a, by ¢
metros. Entonces 2ab = 3bc = 5ac = 120, asi que ab = 60, bc = 40y ac = 24. Al
multiplicar las tres igualdades obtenemos (abc)? = 242 - 102, de donde el volumen del
contenedor es abc = 240.

Solucion del problema 3.39. Como n es el nimero mas pequefio del conjunto A,
entonces debe tener la mayor cantidad de 9’s en su expresion. Ya que 2021 = 224-9+5
tenemos que n. = 5999 - - - 99, por lo que n tiene 224 digitos 9.

Ahora, como m es el nimero méas grande del conjunto A, debe tener la mayor
cantidad de digitos posibles, por lo que en su expresion aparecen 2021 digitos 1. Luego,

m—1=11---10,
N——
2019 1's
n+1=60---0.
224 0's
Asi,
(m—1)—(n+1)=11---1051---10,
1784 1’s 223 1's
por lo que la suma de los digitos de este nimero es 2023.

Solucion del problema 3.40. La respuesta es 6093.
Para saber el ultimo nimero n que escribié 3n veces tenemos que ver que:

n(n+1)

346+9+---+3n=314+2+---+n)=3 < 500.

Notemos que si n = 18, entonces 3(18%(19) = 513, por lo que escribié 500 —

3(%)(18) = 500 — 459 = 41 veces el nimero 18. Luego, cada numero n que se escribe

3n veces aporta a la suma total 3n2, por lo que la suma de los nimeros es:

3(1%) +3(2%) + -+ -+ 3(17%) + 18(41) = 3(1% + 22 + - - + 17%) + 18(41)
3(17)(18)(35)
= S
= 5355 + 738
= 6093.

+18(41)

Solucion del problema 3.41. De acuerdo con la informacion del problema, se obtiene
el siguiente sistema de ecuaciones:

A(2%+ B(2)+C=4A+2B +C =11,
AB3)? +B(3)+C=9A+3B +C =18,
A(4)? + B(4) +C =16A+ 4B + C = 27.

Al resolverlo obtenemos A=1B =2y (C = 3.
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Solucion del problema 3.42. La respuesta es 56 problemas.

Sea k el nUmero de problemas que ambas resolvieron. Por cada problema que
resolvieron se suman cinco puntos a la cuenta total. Como cada una resolvié 60 proble-
mas, entonces 60 — k& no fueron resueltos por la otra y asi, el total de puntos resulta de
calcular 5k + 4(60 — k) + 4(60 — k) = 480 — 3k. Ya que 480 — 3k = 312, obtenemos
que k = 56.

Solucion del problema 3.43. Sea m y r la cantidad que aportaron Mariana y Ricar-
do, respectivamente. Como buscamos porcentajes, podemos suponer que » = 100 y

tenemos que %100 = 70, de donde m = 40. La proporcién que le tocd a Mariana es

10 = 1.75, es decir, recibi6 75 % mas.

Solucion del problema 3.44. Como B + E 'y B + C pesaron menos de 1000 gramos
sabemos que los pesos obtenidos son correctos, luego 2B + (C + E) = 1700. Dado
que C'+ E > 1000 tememos que B < 350. Yaque B+ D > 1000, entonces D > 650
(porlo que B < D). De A+ E = 600 concluimos que Ay E son menores que D. Por
ultimo, como B+ C' =900y B + D > 1000, llegamos a que C' < D. Por lo tanto, D
es la que pesa mas.

Solucion del problema 3.45. Notemos que para tener 15 estampas gratis con la pri-
mera promocién necesitamos comprar 60 estampas, con la segunda promocion nece-
sitamos comprar 55 estampas y con la tercera 57 estampas. Por lo que nos conviene
comprar la mayor cantidad de estampas con la segunda promocién. Como cada estam-
pa cuesta 2 pesos, entonces en total Esteban va a comprar 611; luego, notemos que
11 x 55 =605y 611 = 605 + 6. Por lo que la mayor cantidad de estampas multiplo de
11 que podemos comprar es 605. Luego, las 6 restantes las compramos como 4, don-
de nos regalan 1 y las otras dos estampas las tenemos que comprar individualmente.
Por lo que en total le regalaron 55 x 3 + 1 = 165 + 1 = 166. En total, Esteban tiene
611 + 166 = 777 estampas después de su compra.

Solucion del problema 3.46. Observemos que para saber los Ultimos dos digitos
de 2025™ nos concentramos solamente en los Ultimos dos digitos de 25", los cuales
seran 25. Por otro lado, veamos que 20207 tendra por Ultimos dos digitos 00, esto se
cumplira para cualquier potencia n, es decir, 20202°2! va a terminar en 00. Luego, los
ultimos dos digitos de 20252024 _ 90202021*"* gg 25, por lo tanto el digito de las
decenas es 2.

Solucion del problema 3.47. Seax = Py + P3 + - - - + P19, entonces A = (P; +
x)(m + PQ()Q[)) yB= (Pl +x + PQ()Q())(:C). Luego

A—B= (1‘2 4+ 2Py 4 xPogoo + P1P2020) — (acz +xP + JJPQOZO) = P Pyyo0 > 0.
Por lo tanto, A > B.

Solucion del problema 3.48. Notemos que al inicio, después del tercer término, cada
elemento de la sucesion depende de los dos elementos anteriores. Si escribimos mas
términos de esta sucesién tenemos que

4,7,1,8,9,7,6,3,9,2,1,3,4,7,1,...
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Por lo tanto, la sucesion es periddica con periodo 12. La sucesion se vuelve a repetir a
partir del 13avo término. Ya que S12 = 60, tenemos que SS9, = 60k para todo entero
positivo k. EI k mas grande tal que ocurra que S19; < 10000, es aquel que cumpla

10000
k=|—-"| =166
\; 60 J ’

con lo que S12.166 = 60 - 166 = 9960. Para tener que .S,, > 10000, debemos agregar
los suficientes términos que su suma sea mayor que 40, lo cual se puede hacer si
agregamos los siguientes 7 términos de la sucesién, pues su suma es 42. Por lo tanto,
el valor mas pequeno de n es 12 - 166 + 7 = 1999.



Capitulo 4

Conteo

4.1. Definiciones y resultados basicos

En este capitulo estudiaremos la forma de contar elementos de un conjunto o de algun
evento que ocurra. Si se desea estudiar mas extensamente estos temas se puede en-
contrar mas informacion en Pérez Segui (2005) y Vilenkin (1972).

Para poder expresar de manera mas sencilla algunas formulas, definiremos un con-
cepto llamado el factorial de un nimero entero no negativo, y lo haremos de la siguiente
manera:

= Sin es un entero positivo, n = 1,2, 3, ..., el factorial de n, al cual denotaremos
por n!, es igual al producto de todos los nimeros enteros positivos menores 0
iguales que n; esto es,

nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1.

= Sin = 0, simplemente le asignaremos el siguiente valor:

0= 1.

4.1.1. Principio fundamental de conteo

El principio fundamental de conteo establece que si existen m formas de que ocurra
un evento A y n formas de que ocurra otro evento B distinto; el total de formas en que
pueden ocurrir Ay B juntos es m - n.

Ejemplo

Consideremos las ciudades A, B y C, como se indica en la figura. Para ir de la
ciudad A ala ciudad B existen 3 caminos y para ir de B a C' hay 4 caminos. Calcula
el nimero de rutas posibles para ir de A a C' pasando por B.

Y 7.1
[ N /)
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Como para ir de A a C debemos considerar todas las posibles opciones para ir de A
a Byluegode B a C, por el principio fundamental de conteo la solucién al problema
es

3 -4 = 12 rutas posibles.

El ejemplo anterior se puede hacer mas complejo, considerando mas ciudades interme-
dias o poniendo otras condiciones, pero la herramienta que se usa para resolver este
tipo de problemas es la misma.

Ejemplo

Consideremos las ciudades A, B, C'y D como se indica en la figura. Las rutas
entre A, By C son como antes, ademas tenemos que para ir de C a D solamente
se tienen 2 caminos. Calcula el nimero de rutas posibles para ir de A a D pasando
por By C, y regresar sin usar alguno de los caminos utilizados al irde A a D.

A B C D

Por el principio fundamental de conteo tenemos que las rutas posibles para ir de
A a D son el nimero de caminos para ir de A a B, multiplicado por el nimero de
caminos para ir de B a C, por el nUmero de caminos para ir de C' a D; esto es:

3-4-2=24rutas posiblesde Aa D.

Ahora, como de regreso no podemos utilizar ninguno de los caminos que escogimos
de ida, entonces nos queda un camino para regresar de D a C, 3 caminos para
regresar de C a By 2 para regresar de B a A; asi,

2-3-1 =6 rutas posibles de D a A.

Finalmente, usando una vez mas el principio fundamental de conteo sabemos que
las maneras en que podemos ir de A a D y regresar sin repetir caminos son 24-6 =
144 rutas en total.

4.1. 2. Permutaciones

Definicion 35. Una permutacion es un “arreglo” de objetos en un “orden” determi-
nado.

Ejemplo

Si tenemos un conjunto de tres elementos {a, b, c}, podemos determinar el nimero
de permutaciones de esos tres elementos si no se repiten objetos.



4.1. Definiciones y resultados béasicos

Pensemos en el arreglo de los tres elementos ordenados; es decir, en cada arre-
glo los elementos ocupan un lugar especifico. En el primer lugar podemos colocar
cualquiera de los tres elementos que tenemos, en el segundo s6lo podemos colocar
dos elementos (pues ya se ha colocado uno en el lugar anterior) y finalmente en
el dltimo lugar solo queda por colocar un elemento. De esta manera, aplicando el
principio fundamental de conteo tenemos que la solucion es

3:2-1=6

permutaciones.

Aungue el problema anterior lo resolvimos para un conjunto de 3 elementos, es facil
darse cuenta que podemos generalizarlo para un conjunto con cualquier nimero n de
elementos, lo cual se establece en la siguiente proposicion.

- 1 - L1 Ll
T T T T
n n—1 2 1

Teorema 6. El total de formas en que se pueden permutar n objetos tomados de n
en n, denotado por P/, es igual a

P'=n-(n—1)---3-2-1=nl
Ejemplo

¢, De cuantas maneras pueden colocarse 8 torres en un tablero de ajedrez sin que

se ataquen?

)_{
)_¢

)_{
)_¢

N4

a,bcdefgh

N0 Lo ATy N2 X
[t

En la primera fila, hay 8 cuadros en los que se puede ubicar una torre. En la segunda,
solo quedan 7 lugares para poner una torre, debido a las condiciones del problema;
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si seguimos este razonamiento, el nimero de formas es igual a

8-7-6-5-4-3-2-1=8!

Siguiendo las ideas anteriores, también podremos considerar el nimero de permuta-
ciones que es posible encontrar al tomar menos elementos del total.

T T T
n n—1 n—(k—1)

Si volvemos a pensar en las permutaciones como acomodar n objetos en k lugares,
denotado por P, por el principio fundamental de conteo tenemos que

PP =n-(n—1)-(n—(k—1))
=n-(n=1)---(n—k+1)
n-(n—=1)---(n—k+1)-(n—Fk)---2-1
B (n—k)---2-1

n!
" (n—k)

Por lo tanto, llegamos al siguiente resultado.

Teorema 7. El nUmero de permutaciones de n objetos en k lugares esta dado por

para k < n.

Ejemplo

¢ De cuantas formas pueden sentarse 4 personas en un cuarto con nueve sillas
diferentes?

Este problema lo podemos pensar de la siguiente manera: la primera persona
puede elegir 9 sillas para sentarse; a la segunda solo le quedan 8 sillas para escoger
y asi sucesivamente; de donde se ve que el resultado es

0 9  9-8-7-6-5

L T 5 =9.8-7-6.

4.1.3. Combinaciones

Definicion 36. Cualquier subconjunto con k elementos, elegidos de un conjunto de
n objetos, se dice que es una combinacidn de n objetos, tomados de & en k.



4.1. Definiciones y resultados béasicos

A la hora de elegir los objetos debemos considerar que no podemos escoger mas
de los que hay en el conjunto, que los objetos no se deben repetir y que no importa el
orden en que se escojan.

Combinaciones

El nimero de combinaciones de n objetos diferentes tomados de k£ en k, con
k < n,esigual a
o= ﬂ _ n!
PF (n—Fk) k!

\

También es comuUn denotar a las combinaciones mediante los llamados coeficientes de

Newton:
n mn

Propiedades de las combinaciones

Para cualesquiera enteros positivos k y n, tales que £ < n, se cumplen las
siguientes relaciones:

s Oy =1=0C.

n n _ m+1
= Op + 0 = Oy

Ejemplo

En un salén de clases hay 25 estudiantes y se van a crear equipos de trabajo de 3
integrantes para realizar una tarea. ¢ Cuantos equipos se pueden formar?

Observemos que en un equipo no caben todos los estudiantes del salon, cla-
ramente todos lo integrantes del equipo deben ser personas diferentes y, ademas,
dentro del equipo no importa el orden de los estudiantes. De esta manera el nUmero
de equipos que se pueden formar es

25! 25.24.23

25 __
05 = (25-3)!-3!  3.2-1

= 2300.

4.1.4. Permutaciones ciclicas

Definicion 37. Llamamos permutaciones ciclicas al nimero de formas diferentes
de acomodar n objetos en circulo y lo denotamos por PC,,.

Para observar la diferencia entre las permutaciones y las permutaciones ciclicas,
veamos el ejemplo con tres objetos, en donde tenemos Pg’ = 6.
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Cuando contamos de esta manera, el arreglo (a, b, ¢) es diferente de (b, ¢, a). Sin em-
bargo, cuando pensamos en los mismos objetos acomodados en circulo, es claro que
son iguales, ya que la a esta a la derecha de la c y la b a la derecha de la a en ambos
dibujos.

() b O

b

La manera de obtener una férmula para PC,, es mediante las siguientes dos conside-
raciones:

1. Encontrar el numero de formas para acomodar n objetos en n lugares, que es
igual a
P =nl

n

2. La cantidad anterior hay que dividirla entre n, ya que dado un arreglo, éste se re-
pite n veces, por los n lugares en los que se puede acomodar el arreglo rotandolo.

De esta forma el nimero de permutaciones ciclicas de n objetos es

& | . —1)!
po, =L = Dby,

n n n

Ejemplo

En un kinder bailan 7 nifios en circulo. ¢ De cuantas formas se pueden colocar en el
circulo?
Por lo expuesto anteriormente, el nimero buscado esta dado por

PC7; = 6! = 720.

Es decir, hay 720 formas de acomodar a los nifios en el circulo.

4.1.5. Permutaciones con repeticion

Definicion 38. Cuando se acomodan n objetos en k lugares con la opcién de repetir
los objetos, tenemos permutaciones con repeticion.
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4.2. Preguntas de conteo, nivel 1

Ejemplos

1. ;Cuantas placas de autos se pueden hacer si se usan 3 vocales al inicio y 2
digitos diferentes al final?

Tenemos tres lugares para acomodar letras. En el primer lugar se pueden po-
ner cinco vocales. Como se pueden repetir las vocales, en el segundo lugar
también se pueden poner cinco vocales y analogamente en el tercer lugar.

En cuanto a los nimeros pasa algo parecido, salvo el hecho de que no se
pueden repetir. En primer lugar podemos poner diez nimeros, del 0 al 9; sin
embargo, en el segundo lugar ya no se puede repetir el digito. Por lo tanto, en
el segundo lugar solo se pueden poner nueve nimeros.

Por el principio fundamental de conteo, al multiplicar todos los niumeros ante-
riores obtenemos el nimero total de placas:

5-5-5-10-9=5%-10-9
=2.32.5%
= 11250.

2. Encontrar todos los nimeros de cinco cifras que sean ademas ascendentes.

El nimero méas pequefo que formaremos es 12345 y el mayor 56789; enton-
ces, todo nimero n que cumpla las condiciones del problema debe satisfacer
las siguientes desigualdades:

12345 < n < 56789.

Ahora, si tomamos 5 cifras cualesquiera se puede formar uno y solo un nime-
ro como el que queremos. Por ejemplo, si elegimos 7, 4, 9, 2 y 1, de todos los
posibles nimeros a formarse con estas cifras, el Unico que cumple las con-
diciones requeridas es 12479. Por lo tanto, la cantidad de numeros que se

pueden formar es

9!
c)=_—"  —192.
> (9—5)!- 5!

4.2. Preguntas de conteo, nivel 1

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N1, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 1, del Examen selectivo 2,
Problema 3. En el caso de los problemas correspondientes a la 2. OMMEB se omite el
numero de examen y el nivel, puesto que se utilizd solo un examen selectivo para todos
los niveles.
El nivel 1 en la OMMEB refiere a cuarto y quinto grados de primaria.
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4.2.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 4.1. (3. OMMEB-Ver., N1, E1, P6). Con cubos de 1 cm de lado se formé un
cubo de 3 x 3 x 3. Después, en cada una de las direcciones se hicieron perforaciones
de adelante hacia atras, de izquierda a derecha y de arriba a abajo, de forma que se
quiten siempre los cubos centrales de 1 cm de lado. ¢ Cuantos cubos de 1 cm de lado
quedaron?

Problema 4.2. (4. OMMEB-Ver., N1, E3, P1). Marichuy escribié nimeros enteros po-
sitivos del 1 al NV de forma consecutiva como sigue:

123456789101112 --- N.

Uso el digito 1 cincuenta y cuatro veces, y el digito 2 veinticuatro veces. ¢Cudl es el
valor de N?

4. 2. 2. Preguntas abiertas

Problema 4.3. (2. OMMEB-Ver., P6). A una competencia se inscribieron inicialmente
19 hombres y 11 mujeres. Deben formarse 8 equipos de tal forma que cada uno tenga el
mismo numero de personas e igual nimero de hombres y mujeres. ¢ Cuantas personas
deben inscribirse al club, como minimo, para que esto sea posible?



4.2. Preguntas de conteo, nivel 1

Problema 4.4. (2. OMMEB-Ver., P8). De un rectangulo dividido en 40 cuadritos igua-
les, Sunya eligié una columna para colorearla, pero le quedaron varios cuadritos sin
colorear y la cantidad de columnas no coloreadas es par. ¢ Cuantos cuadritos quedaron
sin colorear?

Problema 4.5. (4. OMMEB-Ver., N1, E1, P9). Ulises vive en la casa ubicada en el
punto U del siguiente mapa y Marichuy en el punto M. Ellos acordaron ver juntos una
pelicula el fin de semana. Para ello Ulises saldria de su casa y pasaria por Marichuy
antes de ir a la tienda de peliculas situada en el punto P; luego regresarian juntos por
cualquier camino que les llevara a la casa de Ulises a ver la pelicula. Si de ida hacia la
tienda de peliculas solo caminan a la derecha o arriba, y a la izquierda o abajo cuando
van de regreso para la casa de Ulises, ¢de cuantas maneras pueden llevar a cabo lo
anterior?

Problema 4.6. (3. OMMEB-Ver., N1, E2, P4). Se quiere poner en fila a siete personas.
Cinco de ellas tienen bigote, cuatro usan lentes y solo una no tiene bigote ni usa lentes.
¢ De cuantas maneras pueden acomodarse si la primera persona en la fila debe tener
bigote y la ultima usar lentes?

Problema 4.7. (3. OMMEB-Ver., N1, E2, P6). A una fiesta en el mar asisten once pul-
pos gue deciden saludarse simultaneamente. Considerando que cada pulpo tiene ocho
tentaculos y su saludo consiste en tocar un tentaculo a la vez de cada uno, ¢cuantos
saludos se dieron al mismo tiempo?

Problema 4.8. (5. OMMEB-Ver., N1, E2, P5). Jesus dice que un nimero es vera-
cruzano si la suma de sus digitos es divisible por su nimero de digitos mas uno. Por
ejemplo, 2021 es veracruzano porque 2+ 0+ 2+ 1 = 5 es divisible por 4+ 1. Entonces,
¢cuantos nimeros enteros positivos veracruzanos existen menores que 1007?

Problema 4.9. (3. OMMEB-Ver., N1, E3, P6). Hamsterio es el nombre del hamster de
Ulises. Para entretener a Hamsterio, Ulises le construyd un laberinto como en la figura
que sigue, donde cada linea suya representa un tunel. Si Ulises pone a Hamsterio en
el punto A, las semillas para que coma en el punto B y para ir por ellas solo puede
moverse en las direcciones —, 'y \,, ¢de cuantas formas puede ir Hamsterio por
sus semillas?
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Problema 4.10. (4. OMMEB-Ver., N1, E3, P6). Ulises tiene un reloj digital cuya pan-
talla le muestra las horas y minutos cuanto la observa; por ejemplo, cuando su reloj le
marca las 17:18, significa que son las cinco de la tarde con dieciocho minutos. Si desde
las 00:00 hasta las 23:59 Ulises anota en una libreta todos los tiempos con al menos
un digito 5 que aparece en la pantalla de su reloj, ¢ cuantos tiempos registré Ulises en
su libreta durante todo el dia?

Problema 4.11. (5. OMMEB-Ver., N1, E3, P7). En la siguiente cuadricula Ulises pinta
caminos iniciando con el cuadrito de la esquina superior izquierda y moviéndose luego
hacia un cuadrito con el cual comparte un lado, sin pasar mas de una vez por cada
cuadrito del camino. Cada vez que Ulises se mueve, suma la cantidad que tenia con el
numero del cuadrito al cual se movié.

4 10 | 4 104 4 | 10

6 8 6 8 6 8

8 6 8 6 8 6

10 4 Vw4 io | 4

4 Vo V 4 V10| 4 | 10

) 8 o 8 O 8

(a) ¢Sera posible que Ulises obtenga 251 como suma total al dibujar algin camino por
la cuadricula?

(b) ¢Cuantos caminos hay que sumen 2507

Problema 4.12. (3. OMMEB-Ver., N1, E4, P3). Ulises tiene siete cubos idénticos, cada
uno con lados que miden 1 cm. Pegandolos todos, Ulises construyd una pieza como la
que se muestra en la figura siguiente.  Cuantos cubos le hacen falta para completar un
cubo cuyos lados midan 3 cm?

i
nR

Problema 4.13. (4. OMMEB-Ver., N1, E4, P4). Un triangulo tiene lados cuyas medidas
son numeros enteros, uno de ellos es 13 y el producto de los otros dos lados resulta en
231. 4 Cuales son los posibles valores del perimetro del triangulo?

Problema 4.14. (5. OMMEB-Ver., N1, E4, P2). Como broma, Tomas reorganizo los
cajones del escritorio de su hermana. Saco los cuatro cajones del escritorio y luego
buscd ponerlos de vuelta en diferentes ranuras. Pero al final colocé exactamente uno
de ellos en su ranura original. ¢De cuantas formas diferentes podria Tomas haberlo
hecho?



4. 3. Preguntas de conteo, nivel 2

4.3. Preguntas de conteo, nivel 2

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N2, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 2, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 2 en la OMMEB refiere a sexto grado de primaria y primer ano de secundaria.

4.3.1. Preguntas de opcion muiltiple

Problema 4.15. (3. OMMEB-Ver., N2, E1, P3). Cada premio de cuatro se sortea para
darselo a una de dos personas. ¢Cual es la probabilidad de que alguna de las dos
personas se quede con todos los premios?
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Problema 4.16. (4.* OMMEB-Ver., N2, E3, P3). Para proteger su castillo de enemigos,
un rey tenia un dragébn muy poderoso con varias cabezas, al cual si se le cortaba una
de ellas le salian tres completamente nuevas. El inconveniente se presentaria cuando
llegara a tener mil cabezas porque moriria. Un valiente soldado del pueblo enemigo
decidi6 luchar contra el dragén y logré derrotarlo con 321 cortes de cabeza. 4 Cuantas
cabezas poseia el dragén al comenzar la pelea?

(a) 361
(b) 679
(c) 360
(d) 160

(e) Ninguna de las anteriores

4. 3. 2. Preguntas abiertas

Problema 4.17. (3. OMMEB-Ver., N2, E1, P7). Amira, Bernardo, Constancio, Dora y
Eric fueron a una fiesta y alli se estrecharon la mano entre si. Si Amira solo estrechd
la mano de alguien una vez, Bernardo lo hizo dos veces, Constancio tres veces y Dora
cuatro veces, ¢jcuantas veces lo hizo Eric?
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Problema 4.18. (5. OMMEB-Ver., N2, E1, P6). Para poder acceder al tesoro guarda-
do en una caja fuerte Roberto debe ingresar la contrasena adecuada. De antemano
él sabe que necesita registrar en el orden adecuado tres de los siguientes simbolos:
*, A, B & O. Ademas, que en la contrasefia un mismo simbolo puede aparecer va-
rias veces, asi como hay una cantidad impar de % y una cantidad par de A. ;Cuantas
contrasefas puede construir Roberto para acceder al tesoro con las pistas que tiene?

Problema 4.19. (3. OMMEB-Ver., N2, E2, P4). Renata y Uri juegan con doce cartas de
memorama, de las cuales seis son parejas de cartas iguales. Explica por qué siempre
que se repartan entre si todas las cartas (seis cartas cada uno), ambos tendran el
mismo numero de parejas de cartas iguales.

Problema 4.20. (4. OMMEB-Ver., N2, E2, P7). Una fabrica que produce bebidas de
7 sabores, fresa, naranja, sandia, uva, pina, zanahoria y limén, dispone de 7 colores
de botellas para distribuirlas: rojo, naranja, morado, verde, azul, amarillo y negro. Por
preferencias del publico consumidor, las botellas de color rojo solo se usan para las
bebidas de sabor sandia o fresa, las de color naranja solo para las de naranja o za-
nahoria, mientras que las botellas de los otros colores no tienen restriccién de uso.
Bajo las condiciones mencionadas, ¢ de cuantas formas puede la fabrica embotellar las
bebidas?

Problema 4.21. (3. OMMEB-Ver., N2, E3, P4). Inicialmente Ulises tenia una bolsa
con solo canicas rojas y azules. Después Esteban le agreg6 canicas rojas hasta que
un tercio del total de canicas en su bolsa fueron azules. Luego Marichuy le ahadié
canicas amarillas hasta que un quinto del total de canicas en su bolsa fueron azules.
Si el nimero de canicas azules en la bolsa de Ulises es 10, ¢cuantas canicas agreg6
Marichuy a su bolsa?

Problema 4.22. (3. OMMEB-Ver., N2, E4, P7). Brenda anot6 en su cuaderno una lista
de nimeros enteros positivos diferentes. Exactamente dos de ellos son pares y trece
son divisibles por 13. Si M es el nimero mas grande de esa lista, ¢cual es el menor
valor posible para M ?

4.4. Preguntas de conteo, nivel 3

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N3, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 3, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 3 en la OMMEB refiere al segundo ano de secundaria.

4.4.1. Preguntas de opcion muiltiple

Problema 4.23. (4. OMMEB-Ver., N3, E2, P2). Una fabrica marca sus distintos pro-
ductos con codigos de barras negras y blancas alternadas, comenzando y terminando



4.4. Preguntas de conteo, nivel 3

en barras negras. Cada barra tiene 1 o 2 unidades de ancho, de modo que el ancho to-
tal del codigo es de 8 unidades. Si cada codigo siempre se lee de izquierda a derecha,
¢cuantos codigos diferentes se pueden construir de dicha forma?

e) Ninguna de las anteriores

Problema 4.24. (5. OMMEB-Ver., N3, E3, P2). ;Cual es el valor de la suma de los
digitos de todos los numeros de cuatro cifras, tales que el producto de los digitos de
cada uno de ellos sea 1807

(a) 86

(b) 1032
(c) 1452
(d) 2064
(e)

e) Ninguna de las anteriores

4.4.2. Preguntas abiertas

Problema 4.25. (4. OMMEB-Ver., N3, E1, P9). Ulises vive en la casa ubicada en el
punto U del siguiente mapa y Marichuy en el punto M. Ellos acordaron ver juntos una
pelicula el fin de semana. Para ello Ulises saldria de su casa y pasaria por Marichuy
antes de ir juntos a la tienda de peliculas situada en el punto P; luego regresarian por
cualquier camino que les llevara a la casa de Ulises a ver la pelicula. Si de ida hacia la
tienda de peliculas solo caminan a la derecha o arriba, y a la izquierda o abajo cuando
van de regreso para la casa de Ulises, ¢de cuantas maneras pueden llevar a cabo lo
anterior?

P
U
Problema 4.26. (3. OMMEB-Ver., N3, E2, P5). Con las letras A, B, C, D, E'y F se
forman arreglos gue ocupan solo tres de estas letras sin repetirlas. Por ejemplo AEF

es uno de dichos arreglos, mismos que se ordenan alfabéticamente y se enumeran.
¢ Cual es el arreglo que se encuentra en el lugar 70?
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Problema 4.27. (5. OMMEB-Ver., N3, E2, P5). ;Cuantos nimeros con tres digitos
distintos y no nulos se pueden formar, tales que sus digitos se ubiquen en orden cre-
ciente?

Problema 4.28. (3. OMMEB-Ver., N3, E3, P7). Ulises vive en un pais de un planeta
muy lejano, donde el nombre de sus habitantes se forman solamente con las letras E,
I, L, Sy U, las cuales pueden ser repetidas para formar tales nombres. En la oficina
del gobernador hay libros con los nombres de estos habitantes: todos aquellos con una
sola letra se encuentran en el libro 1, los de dos letras en el libro 2, etc.; por ejem-
plo, ULISES aparece en el libro 6. Si los nombres de los habitantes estan ordenados
alfabéticamente, ¢ cual es el nombre que se ubica en la posicién 2019 del libro 6?

Problema 4.29. (3. OMMEB-Ver., N3, E4, P6). Tres vértices de un cubo forman un
triangulo. ¢ Cuantos de esos triangulos no tienen todos sus vértices sobre una de las
caras del cubo?

Problema 4.30. (4. OMMEB-Ver., N3, E4, P3). ;Cuantos nimeros de cuatro digitos
existen, tales que el producto de sus digitos sea 367

4.5. Soluciones a los problemas de conteo

4.5.1. Nivel1

Solucion del problema 4.1. La respuesta es (c).

Dividamos el cubo grande en capas: la de enfrente, central y de atras. Tanto en
la capa de enfrente como la de atras se quitaron solo un cubito, mientras que en la
central se quitaron cinco cubitos, quedando solo los de las esquinas de ese nivel. Asi,
27 —1—5—1 = 20 cubitos.

Solucion del problema 4.2. La respuesta es (e).
En la siguiente tabla se muestra una manera ordenada de ir contando la cantidad
de digitos 1 y 2 por cada conjunto de niumeros.

Numeros [JRIFEEM Digito 2 |
1 1

10 —19 11 1
20 — 29 1 11
30— 39 1 1
90 — 99 1 1
100 — 109 11 1
110 — 119 21 1
120 — 122 4 4
Total 56 26

De alli concluimos que no existe N con dichas caracteristicas, puesto que hasta 119
hay 52 digitos 1, el 120 aporta uno mas y el 121 aporta otros dos, por lo tanto, nunca
encontraremos 54 digitos 1.



4.5. Soluciones a los problemas de conteo

Solucion del problema 4.3. En principio, para lograr el mismo nimero de hombres y
de mujeres hace falta 8 mujeres, lo cual resulta en un total de 38 personas. Luego, como
debe haber 8 equipos, el numero de personas debe ser mltiplo de 8, pero %0 = 5,
asi que no podria producirse la igualdad de hombres y de mujeres en cada equipo.
Entonces se procede a juntar 48 personas para que en cada equipo de los 8 queden 3
hombres y 3 mujeres. Asi mismo 48 — (19 + 11) = 18, es decir, faltan 5 hombres y 13
mujeres.

Solucion del problema 4.4. Las Unicas posibilidades de dividir el rectangulo son cua-
driculas de 1 x 40, 2 x 20,4 x 10y 5 x 8, donde una de las dimensiones corresponda
a la cantidad de renglones y la otra a la de columnas. No obstante, como la cantidad de
columnas debe ser impar y mayor que uno, la Unica respuesta posible es que se haya
dividido en 5 columnas y 8 renglones. De esta manera, Sunya iluminé una columna con
8 cuadritos.

Solucion del problema 4.5. Contemos los caminos posibles a cada uno de los puntos
desde U, pasando por M, para llegar a P, considerando los puntos por los que no se
puede pasar. Por lo tanto, de ida hay 4 formas de llegar a P, mientras que de regreso
hay 6 formas de volver a U desde P, dado que se puede emplear cualquier camino.
Entonces, por la regla del producto se concluye que hay 4 x 6 = 24 formas de llevar a
cabo el recorrido solicitado.
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Solucion del problema 4.6. A partir de que una persona no tiene bigote ni usa lentes,
se deduce que tres usan lentes y poseen bigote, mientras una sola usa lentes y dos
tienen bigote. Asi obtenemos los siguientes casos:

m Caso 1. Si para la primera persona escogemos una de las tres personas con
solo bigote y lentes, para la Gltima persona tenemos tres opciones, mientras para
las cinco personas restantes 5! formas. En consecuencia, obtenemos un total de
3 x 3 x 5! = 1080 maneras de acomodarlas.

m Caso 2. Si para la primera persona escogemos una de las dos personas con
Unicamente bigote, tenemos cuatro opciones para la tltima personay 5! formas de
ordenar las otras cinco personas. Por ende, nos resulta un total de 2 x4 x5! = 960
formas para acomodarlas.

De lo anterior, existen 1080 + 960 = 2040 formas de acomodar las siete personas.

Solucion del problema 4.7. Cada pulpo tiene ocho tentaculos, asi que con cada uno
saludara a un pulpo, es decir, cada pulpo saludara a ocho pulpos. Pero cada saludo
se cuenta dos veces porque es un saludo mutuo, por consiguiente, concluimos que se

efectuaran 11X8 = 44 saludos.
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Solucion del problema 4.8. La respuesta es 34 nimeros. Esto es, un nimero de un
digito es veracruzano si es par, por lo que 2, 4, 6 y 8 cumplen tal condicién. Luego, un
numero de dos digitos es veracruzano si es multiplo de tres, por lo que existen 30 malti-
plos de 3. Sumadas ambas cantidades, resulta un total de 34 nimeros veracruzanos
menores que 100.

Solucion del problema 4.9. La forma usual de resolver este tipo de problemas es
contar los caminos que se pueden trazar para llegar a cada punto del circuito. Al punto
M solo llegamos desde el A, por lo que solo hay un camino.

Por otro lado, al punto /N solo llegamos desde el M y al P solo desde el N, entonces
para ambos solo existe un camino. Al punto () se puede llegar desde el Ay M, es
decir, dos caminos. Mientras, al punto R se llega desde el (), M y N, asi que sumados
los caminos para cada punto, hay cuatro caminos. Luego, al punto S se puede llegar
desde el R, N y P, por tanto, existen seis caminos; al punto 7" desde el Ry (@, por
eso hay seis caminos al T; al punto U desde el S, Ry T, entonces hay 16 caminos,
asi como al B desde el T'y U. En consecuencia, 22 son los caminos que puede tomar
Hamsterio para llegar a sus semillas.

Solucion del problema 4.10. Notemos que solo en dos lapsos aparece un 5 en las
horas establecidas: desde las 05:00 hasta las 05:59 horas y desde las 15:00 hasta las
15:59 horas. Por lo tanto, durante estas dos horas Ulises hace 60 anotaciones en su
libreta, resultado de las veces que cambiaron los numeros pero hubo al menos un 5 en
la pantalla.

En las 22 horas restantes, el 5 aparece en los minutos 05, 15, 25, 35 y 45, mas las
veces en los minutos desde 50 a 59, asi que por cada hora Ulises realiza 15 anotacio-
nes.

Por lo tanto, en total Ulises hace (2 x 60) + (22 x 15) = 450 anotaciones.

Solucion del problema 4.11. Las respuestas a cada inciso, (a) y (b), son no es posible
y ningun camino, respectivamente.

(a) No es posible, ya que cada vez que Ulises se mueve a un cuadrito con el cual
comparte un lado suma un nimero par. Como inicié con la cantidad 4, que es par,
entonces la suma por cualquier camino sera par. Al ser 251 impar, no es posible
encontrar un camino que sume dicha cantidad.

(b) Ningun camino porque la suma de todos los nimeros de la cuadricula es 252, por
lo que podemos llegar a 252 usando todos los cuadritos una sola vez. Luego, si
Ulises pudiera sumar 250, deberia llegar a 252 con otro paso, pero en la cuadricula
no hay 2, por lo tanto, no existe ningiin camino que sume dicha cantidad.
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Solucion del problema 4.12. La respuesta es 20 cubos. Esto es, para tener un cubo
con lados de 3 cm necesitariamos 3 x 3 x 3 = 27 cubos, por lo que nos hacen falta 20
cubos.

Solucion del problema 4.13. Tenemos que 231 = 3 x 7 x 11. Luego, los posibles
valores de los lados del tridngulo serian las parejas (1,231), (3,77), (7,33) y (11, 21).
Notemos que en la primer pareja 1413 = 14 < 231;enlasegunda 1343 =16 < 77y
enlatercera 7413 = 20 < 33; es decir, en ninguna de estas opciones se cumple que la
suma de dos lados es mayor que el tercero, por lo que no podemos generar un triangulo
con esas medidas. Para la Ultima pareja, 11 + 13 = 24 > 21,11 +21 =32 > 13y
21 + 13 = 31 > 11, por lo que con estas medidas si podemos formar un triangulo. De
aqui que el perimetro de este triangulo sea 13 + 11 + 21 = 45.

Solucion del problema 4.14. Para cada uno de los cuatro cajones que pudieron haber
quedado en su lugar original tenemos que solo hay dos formas de acomodar los tres
cajones restantes, sin ninguno quedar en su lugar original. Por lo que existen 8 formas
distintas en que Tomas pudo haber arreglado los cajones de su hermana.

4.5.2. Nivel 2

Solucion del problema 4.15. La respuesta es (a).
El primer premio puede darse a cualquiera de las dos personas. Después cada uno

de los otros tres premios tiene probabilidad de un medio de entregarse a la misma
1

persona, asi que la respuesta resulta de (%)3 =3
Solucion del problema 4.16. La respuesta es (e).

Notemos que como logré matar al dragén, este ultimo debié llegar a 1000 o mas
cabezas. Cada vez que el soldado le cortdé una cabeza, le aparecieron dos mas, asi
que antes del dltimo corte el dragdn tuvo que tener 998 o 999 cabezas. De esta forma,
si tenia 998 antes del Ultimo corte, inicialmente tenia 998 — 2(320) = 358 cabezas.
Para 999, inicialmente tenia 999 — 2(320) = 359 cabezas.

Solucion del problema 4.17. Como Dora saludé a todos, Amira solo la saludé a ella.
Luego, Constancio saludé a tres, entonces saludé a todos menos a Amira. Ademas,
Bernardo salud6é a Constancio y Dora (y a nadie mas), por ende, Eric saludé a dos
personas. Lo anterior lo podemos ilustrar en un esquema como el que se muestra a
continuacién.

Solucion del problema 4.18. La respuesta es 31. Esta la hallamos por medio de los
siguientes casos:
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m Caso 1. Cuando tenemos solo un simbolo de % y ningln simbolo de A. Nos
importa el orden, entonces existen tres posibles formas de poner el simbolo de %,
guedandonos dos espacios donde podemos colocar cualquier otro simbolo que
no sea % 0 A. Por ende, por cada forma de ubicar la % tenemos 9 contrasenas,
resultando en un total de 3(9) = 27 contrasefias para este caso.

= Caso 2. Cuando tenemos una % y dos A. Si contamos las formas de acomodar
el A solo colocamos la % en el espacio que sobra, por lo tanto, si los dos A
estan juntos, tenemos dos posibilidades; si estan separados, tenemos solo una
posibilidad. Por eso para este caso hay 3 contrasenas.

m Caso 3. Con tres % y ningln A, solo tenemos una contrasena.
Por lo tanto, en total tenemos que hay 27 + 3 + 1 = 31 contrasenas.

Solucion del problema 4.19. Si Uri tiene k parejas de cartas iguales y m cartas sin
pareja, entonces Renata también tendra tanto m cartas sin pareja como k parejas.

Solucion del problema 4.20. Tanto para el color rojo como para el naranja tenemos
dos posibilidades. Dado que ya usamos dos colores, nos quedan 5 colores y 5 sa-
bores que acomodar. Asi, para el primer color contamos con 5 posibilidades; para el
segundo 4 porque ya usamos uno, y asi sucesivamente. Por lo tanto, la fabrica puede
embotellar las bebidas de 2 x 2 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 480 formas.

Solucion del problema 4.21. Sean z,y, z la cantidad respectiva de canicas rojas,
azules y amarillas, asi como a la de canicas rojas agregadas a la bolsa. De la primera

parte del enunciado tenemos que $+Z+a = % donde 2y = x+a. Ahora, de la segunda
parte obtenemos que m = % donde = + z + a = 4y. Al sustituir la primera

expresion en la segunda nos resulta que 2y = z, por lo tanto, z = 20 canicas amarillas
que Marichuy agreg6 a la bolsa.

Solucion del problema 4.22. La lista mas pequefia que Brenda pudo anotar es una
con trece nimeros, en la cual todos deberian ser multiplos de 13. Como a lo mas dos
de ellos pueden ser pares, entonces al menos once de ellos deben ser impares. La lista
mas pequena quedaria asi: 13 x 1, 13 x 2, 13 x 3,13 x 4, 13 x 5,13 x 7, 13 x 9,
13 x 11,13 x 13,13 x 15,13 x 17,13 x 19, 13 x 21. Por lo tanto, M = 13 x 21 = 273
es el numero buscado.

4.5.3. Nivel 3

Solucion del problema 4.23. La respuesta es (d).

Notemos que como los codigos de barras empiezan y terminan en color negro,
entonces el nimero de barras es impar. Luego cambiaremos el problema para calcular
la cantidad de formas de obtener 8 mediante la suma de ndmeros 1y 2 con un nimero
impar de sumandos. Si usamos tres sumandos iguales a 2 lo mas que podemos obtener
es 6, y con nueve sumandos iguales a 1, entonces obtenemos 9, lo cual se pasa del
numero que queremos. Por lo tanto, tenemos los siguientes casos:
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m Caso 1. Con cinco sumandos, asi solo podemos lograr la suma 8 con tres su-
mandos iguales a 2 y dos sumandos iguales a 1. Ahora debemos ver de cuantas
formas podemos acomodar los sumandos. Acomodamos primero los nimeros
iguales a 2 como sigue:

—2-2-2-.

Luego, en los espacios colocamos los sumandos iguales a 1, juntos o separados.
Si juntos, entonces en cada espacio generamos una diferente suma (c6digo), por
lo que tenemos cuatro posibilidades. Si separados, entonces podemos colocar
el primer 1 en el primer espacio, y para el otro 1 tenemos tres posibilidades. Si
colocamos el primer 1 en el segundo espacio, tenemos dos posibilidades para
el segundo. Si colocamos el primer 1 en el tercer espacio, solo nos queda un
espacio para el otro 1. Por lo tanto, hay 4 + 3 + 2 + 1 = 10 codigos diferentes
para este caso.

m Caso 2. Con siete sumandos, podemos utilizar seis sumandos iguales a 1 y so-
lo un sumando igual a 2. Colocamos primero los sumandos iguales a 1, de la
siguiente manera:

-1-1-1-1-1-1-—.

Luego acomodamos el Unico sumando igual a 2, que tiene siete posibilidades, por
lo tanto, existen 7 cédigos diferentes para este caso.

De esta manera, tenemos un total de 10 + 7 = 17 cddigos diferentes.

Solucion del problema 4.24. La respuesta es (c).

Notemos que 180 = 22 - 32 . 5. Pero como solo nos interesa encontrar la suma
de todos los digitos, basta que encontremos las combinaciones de cuatro digitos que
multiplicados nos den 180 para saber cuantos nimeros hay de cada una de estas com-
binaciones. Luego tenemos los siguientes tipos de nimeros:

Si sus digitos son 2, 2,9, 5, entonces hay 45’ = 12 ndmeros distintos.

Si sus digitos son 4, 9, 5, 1, entonces hay 4! = 24 nimeros distintos.

Si sus digitos son 4, 3, 3, 5, entonces hay 45! = 12 numeros distintos.

Si sus digitos son 6, 6, 5, 1, entonces hay 45! = 12 numeros distintos.

Si sus digitos son 6, 2, 3, 5, entonces hay 4! = 24 nimeros distintos.

Por lo tanto, la suma de los digitos resulta de

120242+ 9+5) + 244 +9+5+1) +12(4 +3+3+5)
+12(6 +6+541) +24(2+3 +5+6)
= 12(18) + 24(19) + 12(15) + 12(18) + 24(16)
— 1452.

Solucion del problema 4.25. Contemos los caminos que hay hacia cada uno de los
puntos desde U, pasando por M, para llegar a P, observando que existen algunos
puntos por los que no se puede pasar. Por lo tanto, de ida hay 9 formas de llegar a P,
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mientras que de regreso 14 formas de volver a U desde P porque se puede utilizar
cualquier camino. Asi, por la regla del producto obtenemos que existen 9 x 14 = 126
formas de llevar a cabo el recorrido requerido.

Solucion del problema 4.26. Notemos que si fijamos la primera letra del arreglo nos
resultan cinco opciones para escoger la segunda letra y cuatro para la tercera. Enton-
ces, por la regla del producto obtenemos que hay 20 arreglos. Como estos arreglos
estan ordenados alfabéticamente y nos interesa averiguar cual se encuentra en la po-
sicion 70, tenemos que hasta la letra D hay 80 arreglos, también que el arreglo que
buscamos inicia con D. Ahora veamos lo que pasa si fijamos la segunda letra. Por el
argumento anterior sabemos que solo tenemos cuatro opciones para la tercera letra, y
al estar organizados alfabéticamente hallamos que D BF' es el arreglo 68, por lo tanto,
DC B estéa en la posicion 70.

Solucion del problema 4.27. Contemos cuantos subconjuntos de tres nimeros pode-
mos formar del conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Por ende, obtenemos que

97!_9><8><7_
6131 6 B

numeros cumplen las condiciones dadas.

g = 84

Solucion del problema 4.28. Ya que los nombres estan ordenados alfabéticamente,
contaremos primero los que empiezan con la letra £. Notemos ademas que al poder
repertirlas, tenemos cinco opciones de escoger cada una de las letras que nos faltan.
Entonces, por la regla del producto obtenemos que 5° = 3125 nombres empiezan
con FE, por ende, el nombre que buscamos empieza con esa misma letra.

Ahora contemos la cantidad de nombres posibles al fijar la segunda letra. Por un
razonamiento analogo al parrafo anterior, tenemos 5% = 625 nombres con sus dos
primeras letras fijas, por lo tanto, a partir del nombre 1876 estan aquellos que empiezan
con E'S, en consecuencia, el nombre que buscamos empieza con estas dos primeras
letras.

Fijamos la tercera letra y contamos cuantos nombres podemos obtener. Al seguir un
razonamiento igual a los anteriores, calculamos 5% = 125 nombres. Como el nombre
1876 empieza con ESE, el nombre 2001 debera iniciar con EST y el 2126 con ESL.
Luego, el nombre 2019 tiene al principio las letras E.S1. Al fijar la cuarta letra sabemos
gue hasta el nombre 2025 tenian como iniciales las letras ESTE.

Al fijar la quinta letra, nos quedan solo cinco opciones para la dltima letra, por eso
observamos que los nombres con ESTE.S se ubican desde la posicién 2015 a la 2020,
por ende, ESIESS es el nombre que buscamos.
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Solucion del problema 4.29. Para construir un triangulo es necesario escoger cua-
lesquiera tres vértices. Como son ocho vértices, el niUmero de triangulos que podemos
construir es 8 x 7 x 6. Pero no nos importa el orden en el que vayamos a elegir los
vértices, asi que la cantidad anterior la dividimos entre 6 y obtenemos un total de 56
triangulos. Ahora, restemos los triangulos formados en las caras. Si por cada cara se
forman 4 triangulos y son 6 caras, restaremos 24. De esta manera nos resulta un total
de 32 triangulos.

Solucién del problema 4.30. Como 36 = 22 - 32, los nimeros buscados solo pueden
tener los digitos 1, 2, 3, 4, 6 y 9, bajo los siguientes casos:

m Caso 1. Numeros compuestos por 2 y 3. En este caso tenemos seis numeros:
2233, 2323, 2332, 3322, 3232y 3223.

m Caso 2. Numeros compuestos por 1 y 6. Como en el caso anterior, obtenemos
seis numeros: 1166, 1616, 1661, 6611, 6161 y 6116.

m Caso 3. Numeros compuestos por 1, 4 y 9. Para contarlos, primero acomodamos
el 9 en alguno de los cuatro lugares, posteriormente colocamos el 4 en uno de los
tres lugares restantes, mientras en los otros dos lugares ubicamos digitos iguales
a 1. Asi, tenemos doce numeros: 9411, 9141, 9114, 4911, 1941, 1914, 4191, 1491,
1194, 4119, 1419y 1149.

m Caso 4. Numeros compuestos por 1, 2, 3 y 6. Para contarlos, primero fijamos
el primer digito del nimero, resultdandonos en cuatro opciones para ese numero;
para el segundo, tres opciones; para el tercero, dos y para el Ultimo ya esta deter-
minado en una sola opcién. Por lo tanto, tenemos 4 -3 -2 -1 = 24 nameros: 1236,
1263, 1326, 1362, 1623, 1632, 2136, 2163, 2316, 2361, 2613, 2631, 3126, 3162,
3216, 3261, 3612, 3621, 6123, 6132, 6213, 6231, 6312y 6321.

Luego, en total resulta que 6 4+ 6 + 12 + 24 = 48 ndmeros cumplen las condiciones del
problema.
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Capitulo 5

Logica

5.1. Definiciones y resultados basicos

5.1.1. Técnicas variadas de resolucion de problemas

En el presente capitulo revisaremos algunas técnicas de resolucién de problemas ma-
tematicos no tan claramente catalogadas, pues incluyen desde soluciones por casos
hasta resolucién de problemas légicos, geométricos y de patrones. Esto en beneficio de
pensar ordenadamente y afrontar diversos problemas relacionados con las matemati-
cas. Si se desea profundizar en los temas abordados aqui, se recomienda consultar
los libros de Mayorga Cruz et al. (2019), Neve Jiménez y Rosales Ortiz (2017), Soifer
(2009) y Zubieta Russi (2002).

Es comun oir y pronunciar afirmaciones como “el caballo es blanco”, “todas las
fichas de dominé se caen”, “todos los principes eran sapos”, “algunas piedras son sua-
ves”y “si el agua es verde, entonces es agua de limén”. Lo que las caracteriza (también
se les llama proposicion o premisa) es que podemos discernir si son verdaderas o fal-
sas. A continuacion se describe formalmente tal concepto.

Definicion 39. Una proposicion o premisa es una frase que afirma o niega algo.

De acuerdo con dicha definicion, expresiones de admiracién, preguntas y 6rdenes
no son proposiciones. Consideremos lo siguiente:

La mama de Pedro dice: “todos los campeones son buenos en matematicas”. Ense-
guida Pedro responde: “yo soy bueno en matematicas. Por lo tanto, soy un campeoén”.
Esta implicacion, ¢ es correcta o incorrecta? Para responder hacemos el siguiente anali-
sis: lo que afirma la mama de Pedro es que si alguien es campeon, entonces es bueno
en matematicas, pero es una implicacion que no necesariamente se puede invertir, es
decir, desde lo que dicho por la mama de Pedro no podemos afirmar que si alguien es
bueno en matematicas, entonces es un campedn. Por lo tanto, la afirmacion de Pedro
no es correcta, aunque pude ser cierta.

Para resolver algunos problemas en matematicas basta pensar en alguna estrategia
que podemos describir como légica. Varios problemas de este tipo se presentan como
acertijos, por ello pueden ser resueltos mediante cierto razonamiento. En los siguientes
ejemplos se muestran distintos razonamientos que nos conducen a solucionar algunos
problemas, de hecho, de distintas maneras.
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Ejemplos

1. En un pueblo viven tres tipos de personas: unas que son mitbmanas (siempre

mienten), otras veraces (siempre dicen la verdad) y otras mas normales (no
siempre dicen la verdad ni siempre mienten). Al llegar al pueblo te encuentras
con dos de sus habitantes: Ana (quien te dice: Sofia es mitémana) y Sofia
(quien te dice: Ana es veraz). Determina que si Sofia es mitémana, entonces
Ana no es normal.

Partamos de que Sofia es mitomana, entonces lo que dice es mentira, es decir,
Ana no es veraz. Como Sofia es mitémana y Ana dice que Sofia es mitémana,
entonces Ana esté diciendo una verdad, por lo que Ana no es mitbmana, luego
Ana es normal.

. Al continuar tu camino por el pueblo te encuentras con otros tres habitan-

tes: Alex (quien te dice: Beto es mitdmano), Beto (quien te dice: Carlos es
mitémano) y Carlos (quien te dice: Alex es mitbmano). Determina que si Alex
es veraz, entonces Carlos es normal.

Como Alex es veraz, lo que dice es cierto y Beto es mitdmano. Luego, lo que
dice Beto es mentira, asi que Carlos no es mitémano. Por otro lado, Carlos di-
ce que Alex es mitdmano pero Alex es veraz, por lo que Carlos esta mintiendo,
entonces Carlos no es veraz. Asi concluimos que Carlos si es normal.

. Tienes 8 pelotas idénticas en forma, tamafo, color y textura, excepto que una

de ellas pesa mas que el resto. Usando Unicamente dos veces una balanza,
¢como puedes saber cudl es la pelota mas pesada?

Un primer intento, dividir las 8 pelotas en dos montones de 4 pelotas cada
uno. Al colocar dichos montones en la balanza, uno de ellos pesara mas que
el otro y alli estara la pelota con mayor peso. Sin embargo, no hay manera
(que no sea al azar) de usar la balanza una sola vez mas para saber cual
es la mas pesada, por lo que debemos buscar otra estrategia. Un segundo
intento, en lugar de dos montones de 4 pelotas, hacemos tres montones: dos
de 3 pelotas y uno de 2 pelotas. En la balanza comparamos primero los dos
montones de 3 pelotas. Si pesan lo mismo, entonces el montén con 2 pelotas
debe contener la mas pesada, asi que usamos la balanza por segunda vez
para determinar cual es. Por el contrario, si en la balanza uno de los montones
de 3 pelotas pesa mas, entonces entre esas 3 pelotas esta la mas pesada. Por
€s0 usamos la balanza por segunda vez con dos de esas 3 pelotas y la que
pese mas sera la mas pesada, o bien si pesan lo mismo, entonces la pelota
sin usar es la mas pesada.

5.1.2. Divide y venceras

En varios de los problemas matematicos, el divide y venceras resulta ser muy util. A
este método se le llama formalmente solucionar por casos. Por ejemplo, si queremos
verificar que una propiedad es cierta para los nimeros naturales del 1 al 999, primero
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lo podemos hacer para los numeros naturales de una cifra; luego para los de dos cifras
y finalmente para los de tres. Practiquemos este método con los siguientes ejemplos,
uno de conteo y otro de teoria de nimeros.

Ejemplos

1. La mama de Miguel, Julio y Tofo desea repartirles cinco paletas, ¢de cuantas
formas se las puede repartir? (Puede ser que alguno se quede sin paleta).

Para determinar el nimero de maneras en que la mama puede repartir las
paletas se analizaran los siguientes casos:

= Caso 1. A uno de los hijos le tocan las cinco paletas. En este caso habra 3
formas de repartirlas: las cinco paletas le tocan a Miguel, a Julio o a Tofo.

= Caso 2. A uno de los hijos le tocan cuatro paletas y la paleta restante es
para alguno de los otros hijos. Como hay 3 maneras de dar cuatro paletas
a uno de los tres hijos y 2 de entregar la paleta restante a uno de los dos
hijos, existiran (3)(2) = 6 formas de repartir las paletas.

= Caso 3. A uno de los hijos le tocan tres paletas. Como hay 3 maneras de
dar las tres paletas a uno de los tres hijos y también 3 de entregar las
dos paletas restantes a los otros dos hijos, existiran (3)(3) = 9 formas
de repartir las paletas.

= Caso 4. A dos de los hijos le tocan dos paletas cada uno y al restante
le toca una paleta. Aqui el nimero de formas esta determinado por las
maneras de darle a uno de los hijos una paleta (pues automaticamente
a los otros dos hijos les corresponden dos paletas), asi que tenemos 3
formas de repartir las paletas.

Al considerar todos los casos posibles, la mama tiene 21 formas de repartir las
paletas a sus tres hijos.

2. Prueba que para cualquier nimero natural n, la expresién n> 4 2n siempre es
un multiplo de 3.

En este ejemplo debemos recordar las propiedades de divisibilidad trabajadas
previamente. Necesitamos que la expresion sea mdltiplo de 3, por eso desa-
rrollaremos los casos en torno a cuando n pueda dejar residuo 0, 1 o 2 al
dividirlo entre 3.

» Caso 1. Si n deja residuo 0 al dividirlo entre 3, es decir, n es multiplo de 3,
entonces lo podemos escribir de la forma n = 3k, para algun natural k.
Hacemos las operaciones y obtenemos:

n3 +2n = (3k)3 + 2(3k) = 3(9k> + 2k).

Asi, la expresion n> + 2n es un mltiplo de 3.

m Caso 2. Sin deja residuo 1 al dividirlo entre 3, entonces lo podemos escri-
bir de laforman = 3k+1, para algun natural k. Hacemos las operaciones
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y obtenemos:
n® +2n = (3k + 1) + 2(3k + 1) = 3(9%® + 9K + 5k + 1).

Asi, la expresion n? + 2n es un multiplo de 3.

» Caso 3. Sin deja residuo 2 al dividirlo entre 3, entonces lo podemos escri-
bir de la forma n = 3k+2, para algun natural k. Hacemos las operaciones
y obtenemos:

n3 +2n = (3k 4+ 2)® + 2(3k + 2) = 3(9k> + 18k* + 14k + 4).

Asi, la expresién n? + 2n es un mdltiplo de 3.

5.1.3. Encontrando patrones

En varios de los problemas planteados en matematicas se presentan recurrencias de
ciertos numeros, simbolos o propiedades. Una vez identifiquemos esas recurrencias o
patrones, podremos inducir los términos posteriores.

Ejemplos

1. Considera la siguiente sucesion de figuras y determina cuantos puntos tendra
la figura numero 7.

[}
e L)
e e eoe
eeo eeoeo eoeo
e e e
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Primero notemos que una figura es la anterior a la que se le ha aumentado una
diagonal en la parte superior. La figura 1 esta conformada por cuatro puntos y
para obtener la figura 2 se le aumentaron tres puntos ala 1, quedando 4+ 3 =
7 puntos de la figura 2. Luego, para la figura 3 se le aumentaron cuatro puntos a
la 2, quedando 4+3+4 = 11 puntos de la figura 3. De ese modo, para obtener
la figura 4 se le aumentaran cinco puntos a la figura 3 y asi sucesivamente.
Por lo que en la figura 7 se aumentaran ocho puntos a la figura 6, quedando
443+4+5+6+ 74 8 = 37 puntos, los cuales conformaran la figura 7.

2. Considera la sucesion de residuos formada al dividir entre 5 los nimeros pa-
res mayores que 7, a fin de que respondas: ¢qué nimero se encuentra en la
posicion 20217

Ordenemos los enteros pares mayores que 7 como sigue:

8,10,12,14,16,18, ...
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5.1. Definiciones y resultados basicos

Al dividir 8 entre 5 obtenemos un primer residuo con valor de 3; al dividir 10
entre 5 obtenemos 0; al dividir 12 entre 5 obtenemos 2. Continuamos ese pro-
ceso hasta llegar a la siguiente sucesion de residuos:

3,0,2,4,1,3,0,...

De lo anterior se observa que los primeros cinco numeros de la sucesién se
repetiran periodicamente. Al dividir 2021 entre 5 nos queda residuo de 1, por
lo que el residuo en la posicion 2021 sera 3.

5.1.4. Principio de induccion matematica

Si colocamos fichas de dominé una tras otra en una fila, al estar lo suficientemente
cerca una de la siguiente podriamos pensar que al tirar la primera ficha, esta tirara a
la segunda que, a su vez, tirara a la tercera, etc., hasta que se caigan todas las fichas
que teniamos en la fila.

Tal idea es una interpretacién del principio de induccién matematica, el cual describimos
a continuacion.

Principio de induccion matematica

A una propiedad de nimeros naturales la denotaremos como P(n).

1. Base de la induccién. La propiedad es verdadera para 1, es decir, P(1) es
verdadera.

2. Paso inductivo. Suponer que la propiedad P(k) es verdadera para cierto
valor k y de alli probar que la propiedad P(k + 1) es verdadera.

La conclusién de los dos puntos anteriores es que la propiedad P(n) es verda-
dera para todos los nimeros naturales n.

\

En el ejemplo de las fichas de dominé, la propiedad P(n) corresponderia a que “la ficha
de dominé en la posicidon n se cae”. Usaremos el principio de induccidon matematica
para comprobar que esta propiedad es verdadera para todos los nimeros naturales n.
La justificacién consistiria en comprobar, en primer lugar, la base de induccién P(1), la
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cual es valida porque tiramos la primera ficha. En segundo lugar debemos comprobar
el paso inductivo, el cual se sigue del hecho de que se cae la primera ficha, luego la
segunda, luego la tercera, etcétera hasta llegar a la ficha k& que tumbara la ficha k£ + 1.
Por ello concluimos que todas las fichas de dominé caeran.

Ejemplos
1. Usaremos el principio de induccion matematica para probar que para cualquier
entero positivo n, se tieneque 1 +3+5+ 7+ -+ (2n — 1) = n%

Primero, comprobemos la base de la induccién, es decir, que la propiedad es
valida para n = 1, resultando que efectivamente con este valor llegamos a la
ecuacion 1 = 12 = 1.

Para el paso inductivo, supongamos que la propiedad es valida paran = k, es
decir, que es cierta la siguiente identidad: 1 +3 +5+7+---+ (2k — 1) = k2.

Del paso inductivo anterior debemos buscar una manera de llegar a la expre-
sién para k + 1. En este caso, probemos que

14345474+ +k—1D)+2Kk+1)—1)=(k+1)>2

La expresion en rojo es el dato adicional que tenemos en la férmula para n =
k 4+ 1. Al realizar las operaciones obtenemos: (2(k+1) — 1) = 2k + 1, el cual
es el impar que le sigue a 2k — 1. Asi que debemos sumar esta expresiéon a
ambos lados de la identidad del paso inductivo como sigue:

14+34+5+7+ - +2k—1)+2k+1=k+2k+1.
SN—— SN——

El lado derecho es un trinomio cuadrado perfecto, por lo que concluimos lo
siguiente:

1434547+ 4+2k—1)+2k+1) = (k+1)>2%

Es decir, la propiedad para k£ + 1, por ende, el principio de induccién matemati-
ca nos dice que la propiedad es valida para todo entero positivo.

2. Utilizando induccion matematica, verificaremos la formula que sigue:

", nm+1)2n+1)
Jj=1 0

Probemos primero el caso base, es decir, verifiquemos que se cumple para
n = 1. En efecto, lo hace:

g2 20) _ dA+HEW)+1)

6 6

Por tanto, la formula es valida paran = 1.




5.1. Definiciones y resultados basicos

Luego consideremos que es vdlida para n = k, esto es, empleando la hipéte-
sis de induccién nos resulta:

k
5oy - k(k+1) (2k+1)

, 6
7=1
k41
Analicemos entonces qué pasapara S = > 42, es decir:
j=1
k+1 k
B k(k: +1)(2k+1)
S—Z (k+ 1) Z (k+ 1) ;
7j=1 =1
k(2k + 1 6(k+1)+k(2k+1
:(k;_|_1)[(]4;_|_1)+6+)}:(k+1)[( )6( )]
6k +6) + (2k% + k 2k? + Tk +6
= (e |SEROLCELD] ) (20T,

En lo anterior, la segunda igualdad la obtuvimos utilizando la hipétesis de in-
duccion. Ahora, utilizando la propiedad distributiva podemos verificar que

2k% 4+ Tk 4+ 6 = (k 4 2)(2k + 3).

Por tanto,
k41
g Z] (k+1) (ngQ)(Qk+3)
_ (k+1) (k+1)+ 1)(2(k+1)+1).

6

Es decir, la férmula se cumple para n = k + 1. Asi, dado que se cumplen los
dos pasos de la prueba por induccion, verificamos que la formula para la suma
de los primeros n cuadrados consecutivos es cierta.

3. Usando propiedades de divisibilidad trabajadas previamente, probemos que
para todo niimero impar positivo 1, el nimero m? — 1 es divisible entre 8.

En este caso queremos ver que la propiedad es valida para todo entero positivo
impar, pero recordemos que los nimeros impares se pueden expresar de la
forma m = 2n — 1, por lo que la induccion la haremos para n que toma como
valores todos los enteros positivos.

Nuevamente, comencemos probando la base de la induccién, es decir, com-
probemos que la propiedad es valida para n = 1, en cuyo caso tendremos
m = 2(1) — 1 = 1, con lo cual concluimos que 8 divide a m? — 1 = 0.
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Para el paso inductivo supongamos que la propiedad es valida para n = k, es
decir, m = 2k — 1y 8 divide a (2k — 1)? — 1. Ahora, paran = k + 1 tenemos
que m = 2(k+ 1) — 1 = 2k + 1 es el siguiente impar. Por consiguiente, la
expresion que analizaremos es (2k +1)2 — 1, una diferencia de cuadrados que
desarrollamos a continuacion:

(2k+ 1) —1=(2k+1—1)(2k +1+1) = (2k)(2k +2) = 4k(k + 1).

Finalmente, notemos que la ultima expresion tiene a 4 como factor y los otros
dos factores son enteros consecutivos, por lo que uno de ellos es par, asi la
expresion 4k(k + 1) es divisible entre 8.

Se debe tener cuidado al aplicar el método de induccion matematica, ninguno de sus
pasos debe quedar sin justificar, de lo contrario la validacion de la afirmacién puede ser
incorrecta.

¢ Qué pasa cuando no verificamos la base de induccion?

Si omitiéramos la base de induccién demostrariamos de manera incorrecta la veracidad
de afirmaciones como “todo entero positivo es igual a él mismo mas uno”, lo cual, de
hecho, es falso. La prueba errénea se efecturia asi: en el paso inductivo supondriamos
que la propiedad es valida para n = k, es decir, que k = k + 1. Al probarlo paran + 1
observariamos que n + 1 = k + 1, y por hipétesis de induccién:

k+l=(k+1)+1=k+2=n+2.

De esta forma, concluiriamos que n + 1 = n + 2, por lo tanto, quedaria demostrado el
paso inductivo.

¢ Qué pasa cuando no verificamos el paso inductivo?

Notemos que pese a ser vélida una proposicién para muchos valores, no es suficiente
para afirmar que vale para todos los enteros positivos. Por ejemplo: si queremos demos-
trar la validez de la afirmacién “para todo entero positivo ., la expresién n? —n +41 nos
da un namero primo”, no basta que sea cierta para los primeros cuarenta enteros posi-
tivos, pues de hecho el primer entero positivo para el cual no es valida es n = 41, en
cuyo caso ho obtenemos un nimero primo, ya que n> —n+41 = (41)2 —41+441 = 412

5.2. Preguntas de logica, nivel 1

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacién como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N1, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 1, del Examen selectivo 2,
Problema 3. En el caso de los problemas correspondientes a la 2. OMMEB se omite el



5.2. Preguntas de légica, nivel 1

numero de examen y el nivel, puesto que se utilizé solo un examen selectivo para todos
los niveles.
El nivel 1 en la OMMEB refiere a cuarto y quinto grados de primaria.

5.2.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 5.1. (3. OMMEB-Ver., N1, E1, P1). Cada una de las siguientes piezas se
formo al pegar cuatro cubos del mismo tamano. Si su superficie debe pintarse, ¢ cual
de ellas usara menos pintura?

m T e

a)

d) )

Problema 5.2. (3. OMMEB-Ver., N1, E1, P4). Cada dia Amanda, Beatriz y Camilo
salen a pasear. Se sabe que cuando Amanda no lleva puesto un sombrero, Beatriz si
lo lleva puesto, y cuando Beatriz no lo lleva puesto, Camilo si lo lleva. Hoy Beatriz no
lleva puesto un sombrero, ¢quién si lo lleva?

(a) Amanday Camilo

(b) Solo Amanda

(c) Solo Camilo

(d) Ni Amanda ni Camilo

(e) No se puede saber

Problema 5.3. (3. OMMEB-Ver., N1, E1, P7). Detras de una cortina se formaron de
manera ordenada Armando, Beto, Carlos, Diego y Enrique en una fila. Armando mide
mas que Diego y Enrique; el mas alto es Beto y el mas bajo Carlos; Enrique es mas
alto que Diego. ¢ Cual figura muestra la forma correcta en que se ven sus siluetas?
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Problema 5.4. (5. OMMEB-Ver., N1, E3, P1). lliana dibuj6 tres triangulos en una hoja
de un cuaderno cuadriculado. Dos de ellos tienen exactamente la misma area; dos
son especificamente isésceles y tambien dos son tridngulos rectangulos. En la imagen
siguiente se muestran dos de los triangulos que dibujé, ¢ cual es el tercero?

_L\‘ L]

N\ y
N /

|
\/
i

/ \r: HR - /
\V
[ [ 1 I

(a) (b) (c) (4)

5.2.2. Preguntas abiertas

Problema 5.5. (2. OMMEB-Ver., P2). En la figura que sigue se muestran varios focos
conectados entre si. Al inicio todos los focos estan apagados. Cuando Javier toca uno,
ese foco y los de sus vecinos se encienden. ;Cudl es la menor cantidad de focos que
puede tocar Javier para encenderlos todos?

o
e\




5.83. Preguntas de logica, nivel 2

Problema 5.6. (2. OMMEB-Ver., P10). Un le6én se esconde en una de tres habitacio-
nes. Una nota en la puerta de la habitacién 1 dice: “El ledn esta aqui”; otra nota en
la puerta de la habitacién 2 dice: “El ledn no esta aqui”, y una mas en la puerta de la
habitacion 3 dice: “2 + 2 = 2 x 3”. Sabiendo que solamente la afirmacién de una de
estas notas es verdadera, 4 en qué habitacién esta el ledn?

Problema 5.7. (5. OMMEB-Ver., N1, E1, P4). La mama de Belén puso en una caja
60 caramelos de fresa, 30 de vainilla y 45 de chocolate. La abertura de la caja es
muy pequena, por eso Belén solo puede sacar un dulce al meter su mano en ella, sin
ver cual sabor toma. Como Belén desea probar todos los sabores, sacara de uno en
uno tantos caramelos como sean necesarios para probar los tres sabores. ;Cual es el
minimo ndmero de caramelos que Belén debera sacar de la caja, independientemente
del orden en que los saque?

Problema 5.8. (5. OMMEB-Ver., N1, E2, P6). En un torneo de futbol participaron seis
equipos: A, B, C, D, E y F. Cada equipo se enfrenté una vez contra cada uno de los
otros. El torneo se organizo en cinco rondas de manera que en cada ronda se jugaron
tres partidos simultdneamente. Si en cada ronda se transmitié uno de los tres partidos
sefalados en la tabla siguiente (por ejemplo, en la primera ronda el partido transmitido
fue el de A contra B), ¢en qué ronda se enfrentaron Dy F'?

F- 2 3 w
A-B|C-D | A-F | E-F | A-C

Problema 5.9. (5. OMMEB-Ver., N1, E3, P3). Una piramide triangular se construy6
con veinte esferas. Cada una de ellas esta etiquetada con A, B, C, D o E, de forma
que hay cuatro esferas con etiquetas de cada tipo. Las siguientes imagenes muestran
las etiquetas de las esferas que conforman cada una de las tres caras laterales de la
piramide. ¢ Cual es la etiqueta de la esfera oculta en la base de la piramide?

5.3. Preguntas de ldgica, nivel 2

Los problemas que se presentan a continuacién formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N2, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 2, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 2 en la OMMEB refiere a sexto grado de primaria y primer ano de secundaria.
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5.3.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 5.10. (3. OMMEB-Ver., N2, E1, P4). Como se muestra enseguida, se ha
puesto liquido en cinco recipientes de vidrio idénticos. Si cuatro de ellos tienen la misma
cantidad de liquido, ¢ cual posee distinta cantidad?

o &4
© &

(d) (¢)

Problema 5.11. (3. OMMEB-Ver., N2, E2, P1). Una sucesion de pentagonos comienza
con un pentagono regular cuya posicion inicial va transformandose como se indica en

la siguiente figura. s Qué color tendra el vértice que quede hacia abajo en el pentagono
ndmero 2019?

QOO0

Pentdagono 1 Pentdagono 2 Pentdagono 3  Pentagono 4 Pentagono 5

a) Rojo

b) Verde

(@)

(b)

(¢) Amarillo
(d) Azul

(e)

e) Negro

Problema 5.12. (5. OMMEB-Ver., N2, E2, P2). Ivan es 5 cm mas alto que Carmen, pe-
ro 10 cm mas bajo que Fernando. Ademas, Mariana es 10 cm mas alta que Fernando,
aunque 5 cm mas baja que Elena. 4 Cual de los siguientes enunciados es verdadero?
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5.83. Preguntas de logica, nivel 2

(a) Carmeny Elena tienen la misma altura.
(b) Carmen es 10 cm mas alta que Elena.
(c) Carmen es 10 cm mas baja que Elena.
(d) Carmen es 30 cm mas alta que Elena.
(e) Carmen es 30 cm mas baja que Elena.

Problema 5.13. (5. OMMEB-Ver., N2, E3, P2). Se tienen 2021 fichas numeradas del
1 al 2021, mismas que se han ordenado en una fila de acuerdo con su namero. Algu-
nas fichas son rojas, otras verdes y el resto azules. Se sabe que si tres fichas tienen
numeros consecutivos, entonces son una de cada color. Leonardo apunté lo siguiente
sobre el color de cinco fichas con diferentes numeros:

La ficha 2 es verde.

La ficha 20 es azul.

La ficha 202 es roja.

La ficha 1002 es azul.

La ficha 2021 es verde.

Sin embargo, Leonardo se dio cuenta después que se equivocd al anotar el color de
una de las fichas. ¢ Cual es el nimero de la ficha en la que se equivoc6?

(a) 2
(b) 20
(c) 202
(d) 1002
(e) 2021

5.3.2. Preguntas abiertas

Problema 5.14. (3. OMMEB-Ver., N2, E1, P6). En el jardin de una bruja hay 30 anima-
les: perros, gatos y ratones. La bruja convierte a seis de los perros en gatos y a cinco
de los gatos en ratones. Si después de esto hay el mismo ndmero de perros, gatos y
ratones, ¢ cuantos gatos habia al principio?

Problema 5.15. (3. OMMEB-Ver., N2, E1, P8). Natalia tiene varios palitos de longi-
tud 1. Algunos son amarillos, otros rojos, otros blancos y otros verdes. Quiere construir
una figura de 3 x 3 como la que se muestra enseguida, de manera que cada cuadrito
de lado 1 tenga exactamente un palito de cada color. 4 Cual es el minimo nimero de
palitos verdes que debe usar?
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Problema 5.16. (4. OMMEB-Ver., N2, E1, P8). De su casa a la escuela Tofio camina
por una cuadra con cuatro casas pintadas de diferente color. El pasa enfrente de la
casa naranja antes que de la roja y la azul antes que de la amarilla. Si la casa azul no
estd junto junto a la amarilla, ¢de cuantas formas pueden estar ordenadas estas cuatro
casas?

Problema 5.17. (3. OMMEB-Ver., N2, E4, P2). Diego tiene clases de piano todos los
lunes y jueves; mientras Ana un lunes si y otro no. Ambos empezaron a tomar clases un
mismo lunes, pero Diego ha asistido a 15 clases mas que Ana. ;Desde hace cuantas
semanas Diego empez6 sus clases?

Problema 5.18. (5. OMMEB-Ver., N2, E4, P4). Cada cuadrito de una cuadricula de
5 x 5 se puede pintar de blanco o naranja generando un patrén distinto cada vez. Los
siguientes patrones son solo algunos de los muchos que se pueden producir:

Si afirmamos que un patron tiene una simetria rotacional de 90° cuando se ve igual al
girarse 90° sobre el cuadrito del centro, ¢cuantos patrones con la cuadricula mencio-
nada, de todos los que se pueden generar, tendran simetria rotacional de 90°?

5.4. Preguntas de logica, nivel 3

Los problemas que se presentan a continuacion formaron parte de los examenes elimi-
natorios de la OMMEB en Veracruz. Para poder identificarlos se les ha asignado una
notacion como la siguiente: 5. OMMEB-Ver., N3, E2, P3; lo anterior significa que dicho
ejercicio corresponde a la 5. OMMEB de Veracruz, del Nivel 3, del Examen selectivo 2,
Problema 3.

El nivel 3 en la OMMERB refiere al segundo ano de secundaria.

5.4.1. Preguntas de opcion multiple

Problema 5.19. (3. OMMEB-Ver., N3, E1, P3). La figura que sigue consta de dieciséis
vértices, algunos de los cuales estan conectados entre si por segmentos. Sobre las



5.4. Preguntas de logica, nivel 3

lineas de la figura se traza un camino que usa 2019 segmentos y que empieza en el
vértice A. ¢ En cual de los vértices P, ), R, S o T puede terminar el camino?
Observacion. El camino puede repetir vértices y segmentos.

(a) Soloen P,Ro S
(b) Soloen P,R,SoT
(c) Soloen @

(d) SoloenT

(e) En cualesquiera es posible

Problema 5.20. (4. OMMEB-Ver., N3, E2, P1). Un cubo de madera se forma colocan-
do 27 cubitos en 3 capas de 9 cubitos cada una. Como a cada uno de sus cubitos se
le asigna un numero que va desde 1 hasta n, de tal forma que cualesquiera 2 cubitos
con un vértice comun deben tener nimeros distintos, ¢cual es el menor valor de n, de
tal forma que podamos formar el cubo grande con dichas condiciones?

Problema 5.21. (5. OMMEB-Ver., N3, E3, P1). Una caja esta llena de peras y man-
zanas. Su cantidad de manzanas es el doble que su cantidad de peras. Luego Maria 'y
José se repartieron todas las frutas que contenia, de forma que a Maria le tocé el doble
de frutas que a José. ¢ Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Maria tomé el doble de manzanas que de peras.

b) Maria tomé el doble de manzanas que José.

(@)
(b)
(c) Maria tomé la misma cantidad de manzanas que José tomé de peras.
(d) Maria tom6 la misma cantidad de peras que José tomo6 de manzanas.
(e)

e) Ninguna es necesariamente cierta.
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5.4.2. Preguntas abiertas

Problema 5.22. (5. OMMEB-Ver., N3, E2, P3). En la figura siguiente hay 5 cuadrados.
Si el cuadrado mas pequeno tiene area 1, ¢ cual es el valor de h?

Problema 5.23. (5. OMMEB-Ver., N3, E2, P4). En una isla existen 20 personas que
siempre dicen la verdad y 2000 que siempre dicen mentiras. Una hechicera forma 1010
parejas y le pregunta a cada persona si su pareja es mentirosa o no. En total, en 20
ocasiones se dijo que la pareja era mentirosa. En cuantas parejas ambas personas
son mentirosas?

Problema 5.24. (3. OMMEB-Ver., N3, E3, P5). En un bosque encantado viven dos
especies de pajaros que hablan: loros que siempre dicen la verdad y cuervos que siem-
pre mienten. Se sabe que cuatro de estos pajaros viviendo juntos en dicho bosque se
llaman Paco, Pedro, Pepe y Ulises, quienes en cierta ocasion hicieron las siguientes
afirmaciones:

Paco: “Ulises y yo somos de diferente especie”.

Pedro: “Pepe es un cuervo”.

Pepe: “Pedro es un cuervo”.

Ulises: “De nosotros cuatro, hay al menos dos loros”.
¢ Cuantos de estos cuatro pajaros son cuervos?

Problema 5.25. (3. OMMEB-Ver., N3, E4, P5). Los vértices de un cubo se numeran
del 1 al 8, de manera que al sumar los cuatro nimeros de cada cara el resultado sea el
mismo para todas las caras. Ya se han colocado los nimeros 1, 4 y 6 como se muestra
en la figura. ;Qué namero va en el vértice marcado con z?

Problema 5.26. (5. OMMEB-Ver., N3, E4, P1). Sea .S un conjunto de 6 enteros toma-
dos del conjunto {1, 2, ..., 12} cuya propiedad es que si a y b son elementos de S con
a < b, entonces b no es un multiplo de a. ¢ Cual es el nUmero mas pequefio que puede
estar en el conjunto S?



5.5. Soluciones a los problemas de légica

5.5. Soluciones a los problemas de ldgica
5.5.1. Nivel 1

Solucion del problema 5.1. La respuesta es (b).

Como todas las piezas estan formadas por cubitos y sus caras se encuentran pe-
gadas entre si, es mas facil revisar cuantas caras no deben pintarse. Asi, en (b) hay
cuatro pares de caras de este tipo, mientras en todas las demas opciones solo tres.

Solucion del problema 5.2. La respuesta es (a).
Como Beatriz no lleva sombrero, entonces Camilo si lleva. Si Amanda no llevara,
Beatriz si llevaria. Pero Beatriz no lleva, asi que Amanda si lleva sombrero.

Solucion del problema 5.3. La respuesta es (a).
La opcién (a) cumple todas las condiciones, mientras que en las otras Armando
mide menos que Diego o Enrique.

Solucion del problema 5.4. La respuesta es (d).

Como los dos tridngulos mostrados son rectangulos con areas de 5 - 4/2 = 10y
4 -4/2 = 8, mientras solo uno es isésceles, entonces el triangulo que buscamos debe
ser isésceles, no rectangulo, pero si de area 8 o 10. Por eso la respuesta es el inciso
(d) porque el tridngulo es is6sceles, con area de 4-4/2 = 8 y no rectangulo, en cambio,
el triangulo del inciso (a) no es isdsceles, el del inciso (b) es rectangulo y el del (c) tiene
areade £ = 12.

Solucion del problema 5.5. Etiquetemos los focos como se muestra en la figura. Los
focos G y H tienen solamente dos vecinos, por lo tanto, es necesario tocar un foco por
cada uno de los triangulos donde ellos se encuentran. Entonces se tiene que tocar dos
focos o mas.

Por otro lado, bastan 2 focos porque tocando E se encienden A, 'y (G, en tanto
tocando C' se encienden B, D, Gy H.

Solucion del problema 5.6. Si la afirmacién de la puerta de la habitacién 1 es verda-
dera, también lo es la de la 2, lo cual no es posible. Luego el leén no esta tras la puerta
de la habitacion 1. Como sabemos que la afirmacion de la habitacion 3 es falsa, la de
la 2 debe ser verdadera. De alli deducimos que el leén no esta tras la puerta de la ha-
bitacion 2. Asi, la Unica posibilidad es que el ledn esté tras la puerta de la habitacion 3.
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Solucion del problema 5.7. La respuesta es 106.

Procedamos por contradiccion suponiendo que 106 no es el minimo. Si el minimo
fuese 105, entonces tendriamos que, en el peor de los casos, Belén habria sacado los
60 caramelos de fresa y los 45 de chocolate, por lo que le haria falta sacar al menos otro
caramelo para obtener el de sabor vainilla. Por lo tanto, 106 es el minimo de caramelos
que Belén debe sacar.

Solucion del problema 5.8. La respuesta es en la ronda 1.

Debemos completar la tabla cuidando que un equipo no juegue dos veces en una
misma ronda. Iniciamos asi con los partidos faltantes de A queson A — Dy A — F,
los cuales solamente pueden anotarse en las rondas 4 y 2, respectivamente. Luego,
en la ronda 2 el partido faltante debe ser B — E y en la ronda 4 el partido B — C.
Los partidos faltantes de £ en ese momento son C — E'y D — E, que Unicamente
pueden producirse en las rondas 1y 5, respectivamente. Por ende, en la ronda 1 hace
falta anotar el partido D — F'y en la ronda 5 el partido B — F'. Una vez completamos
todas las rondas de la tabla, como se muestra en la figura, podemos decir que D y F'
se enfrentaron en la ronda 1.

N 3 4 5

A-B|C-D|A-FE|E-F|A-C
C-FE|A-F | B-D|A-D|D—E
D-F|B-E|C-F|B-C|B—F

Solucion del problema 5.9. La respuesta es D.
Observemos que las esferas ubicadas en las aristas de la piramide aparecen en dos
caras que podemos pegar en el siguiente esquema:

Notemos entonces que A, C'y E aparecen 4 veces (3 en las aristas y una en el centro)
y B aparece en 4 aristas. Sin embargo, D solo aparece en 3 aristas, asi que esa es la
respuesta.

5.5.2. Nivel 2

Solucion del problema 5.10. La respuesta es (b).

Notemos que en todos los casos la vista frontal del liquido es un trapecio con altura
igual al ancho del recipiente. Entonces, la diferencia en la cantidad de liquido esta dada
por la suma de las longitudes de los dos lados paralelos del trapecio. Asi, en (a) tal
sumaes6+6 =12;en(b) 9+ 4 =13;en(c)es4+8 =12;en(d) 10 +2 =12y
en(e)esb5+7=12.



5.5. Soluciones a los problemas de légica

Solucion del problema 5.11. La respuesta es (e).

Asignemos a cada uno de los vértices una letra de la siguiente forma: al vértice rojo
la letra A, al verde la letra B, al amarillo la letra ', al azul la letra D vy, por ultimo, al
vértice negro la letra E. Notemos que en la figura 1 el vértice rojo queda abajo; en la
figura 2 el vértice azul queda arriba; en la figura 3 el vértice verde queda abajo y en
la 4 el vértice negro queda arriba. Luego, al rotar la figura podemos obtener el siguiente
patrén:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
A D B E C A D B E C A
N Oy A I
Las flechas indican si el vértice queda arriba o abajo. Por tanto, obtenemos que cada

bloque de 10 rotaciones se repite el patron, asi en el movimiento 2019 la figura quedara
como en el movimiento 9 con la letra E, es decir, con su vértice de color negro abajo.

Solucion del problema 5.12. La respuesta es (e).

Tenemos que el orden de estaturas, de la persona mas baja a la més alta, es Car-
men, lvan, Fernando, Mariana y Elena. La diferencia de estaturas entre Carmen y Elena
esde 5+ 10+ 10+ 5 =30 cm.

Solucion del problema 5.13. La respuesta es (b).

Notemos que cada tres fichas debe repetirse el color. En particular la ficha 4 debe
tener el mismo color que la 1, pues ambas llevan un color distinto que las fichas 2
y 3. También nos dice que dos fichas llevan el mismo color si, y solo si, sus nimeros
tienen el mismo residuo al dividirlos entre 3. Asi las fichas con los numeros 2, 20 y
2021 deberian ser del mismo color (pues tienen residuo 2 al dividirlos entre 3). Como
solamente una anotacién es incorrecta, concluimos que es la ficha con el nimero 20.

Solucion del problema 5.14. Como el nimero total de animales es 30 y al final hay
el mismo numero de cada tipo, entonces hay 10 gatos. Por otro lado, sabemos que el
numero de gatos primero incrementa en 6 y, luego, se reduce en 5, de manera que al
final queda solo uno mas que al principio, es decir, 9 era el nimero de gatos al principio.

Solucion del problema 5.15. Observemos que los cuadros sombreados en la figura de
la izquierda son cinco y no comparten ningun lado, por lo tanto se necesitan al menos
cinco palitos verdes. En la figura de la derecha se muestra un acomodo de estos palitos
que cumple las condiciones del problema, asi que el minimo es, efectivamente, cinco.

a T b
=
[I Iv b a ||r
a b ||7" a
a &‘
|| b r v T
a a

Solucion del problema 5.16. Notemos que la casa amarilla solo puede estar en dos
posiciones: la tercera posicién o la Gltima. Entonces, si la casa amarilla ocupa la tercera
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posicion, la casa azul debe ser la primera, pues la casa amarilla y azul no estan jun-
tas. Luego, solo puede haber un arreglo posible: azul-naranja-amarilla-roja. Si la casa
amarilla es la dltima, solo tenemos dos arreglos posibles de las casas: azul-naranja-
roja-amarilla y naranja-azul-roja-amarilla. Por lo tanto existen 3 arreglos posibles.

Otra solucion. La cantidad total de acomodos posibles de las cuatro casas es 4! = 24.
Por otro lado, los acomodos donde la casa amarilla y azul estan juntas es 3! - 2 = 12,
considerando los arreglos de naranja, azul-roja y amarilla, por lo que existen 24 — 12 =
12 arreglos, donde azul y amarillo no son adyacentes. La mitad de estos arreglos tienen
la casa naranja por simetria y exactamente la mitad tambien la casa azul antes que la
amarilla, por lo tanto, la cantidad que buscamos es 12 - % : % = 3 arreglos.

Solucion del problema 5.17. La respuesta es 10 semanas.
Notemos que cada 2 semanas Diego tiene tres clases mas que Ana, asi que han
pasado 10 semanas desde que empez06 sus clases.

Solucion del problema 5.18. Primero dividamos el tablero de 5 x 5 como se ve en
las siguientes imagenes. Luego repitamos cualquier patron de blanco y naranja que
pongamos en la primer imagen para tener la simetria rotacional. Como cada uno de los
seis cuadrados pueden ser anaranjados o blancos, tenemos 2% = 64 posibles patrones
con un cuadro blanco en el centro, asi como también 26 = 64 patrones con un cuadro
naranja en el centro. Por lo tanto, 64 + 64 = 128 patrones distintos cumplen con la
simetria que menciona el problema.

1] 2 112
sl 4 3 4
516 516

5.5.3. Nivel 3

Solucion del problema 5.19. La respuesta es (c).

Pintemos los vértices de la figura en cuestién con dos colores, de forma tal que
los extremos de cada segmento tengan distinto color. Notemos enseguida que todo
camino alterna colores, y como 2019 es impar y el camino inicia en A, entonces solo
puede terminar en un vértice con distinto color que A, asi que la Unica posibilidad es Q.
Existen muchas posibilidades de confirmar que si es posible llegar en 2019 pasos, una
de ellas es ir directamente de A a () en cinco pasos y después moverse de () a S
alternadamente hasta completar los 2019 movimientos.

Solucion del problema 5.20. La respuesta es (b).

Necesitamos al menos los numeros del 1 al 8, ya que en un cubo de 2 x 2 X 2 cubitos
que comparten un vértice comuan (el del centro) deben tener, por lo tanto, 8 nimeros
distintos. Observemos que también es posible construir un cubo de 3 x 3 x 3 con 8
numeros asignados a los cubitos.



5.5. Soluciones a los problemas de légica

1123 516 |7 11273
3141595 7181 31415
516 |7 11273 5167

Capa superior Capa intermedia Capa inferior
Con esta configuracién advertimos que se cumplen las condiciones dadas.

Solucion del problema 5.21. La respuesta es (d).

Si Maria se quedara con todas las manzanas y José con todas las peras, entonces
la condicién verdadera seria que ella tomo la misma cantidad de peras que él de man-
zanas, es decir, 0 en cada caso. Suponiendo que José tiene x > 0 manzanas, veriamos
que Maria tiene también x peras. Es claro que Maria debe tener al menos una pera,
de lo contrario no seria cierto que ella posee el doble de frutas que él. Luego, haga-
mos que Maria le dé una pera a José y José una manzana a Maria. De esta manera
se sigue cumpliendo que ella tiene el doble de frutas que José, al tiempo que posee
la misma cantidad de peras que él tiene de manzanas. Esto se puede repetir mientras
José tenga manzanas. Cuando él termine de darle a Maria todas las manzanas y ella
se las intercambie por peras, entonces Maria ya tendra todas las manzanas, que son el
doble de las peras, y José ya debera tener todas las peras. De esta manera, notemos
que en un principio Maria tenia la misma cantidad de peras que José de manzanas.

Solucion del problema 5.22. La respuesta es h = 4.

Llamemos a al lado del cuadrado que esta encima del mas pequeno, de modo que
los lados de los otros cuadrados sean a + 1, a + 2y a + 3, segln se indica en la figura.
Notemos enseguida que su longitud horizontal se puede calcular como (a+ 1) +a + h,
pero también como (a + 2) + (a + 3). Al igualarlas tenemos que h = (a+2+a+3) —
(a+1+4+a)=4.

a + 1 a

Solucion del problema 5.23. La respuesta es 995.

En cada pareja se puede tener que las dos personas mienten, las dos dicen la ver-
dad o una de cada tipo. Ahora bien, la Unica forma de escuchar decir que alguien es
mentiroso es cuando la pareja esta conformada por una persona que miente y otra que
dice la verdad, en tal caso ambas personas diran que el otro es mentiroso. Como se
llamo6 mentirosas a 20 personas, tenemos que habia 10 parejas con una persona di-
ciendo mentiras y otra diciendo la verdad. Asi, las 1990 personas mentirosas sin formar
parte de esas parejas deben estar agrupadas entre ellas, dando un total de 995 parejas
con ambos siendo mentirosos.
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Solucion del problema 5.24. De las afirmaciones de Pedro y Pepe tenemos que no
pueden ser ambos cuervos ni ambos loros, asi que uno de ellos debe ser loro y el
otro cuervo. Si Paco es un loro, entonces Ulises es un cuervo, por lo que Ulises dice
mentiras y no existen al menos dos loros, lo cual es una contradiccién. Entonces, Paco
es un cuervo y, por lo tanto, Ulises también. En conclusién, hay tres cuervos.

Solucion del problema 5.25. La respuesta es 2.

Como tenemos laigualdad 1 + 2 + - - - + 8 = 36 y cada vértice lo comparten tres
caras, el total de los nimeros en cara es % = 18. Luego, el digito faltante en la base
es 18 —1—4—6 = 7. Veamos que en la cara donde estan el 4 y 7 falta una suma de 7,
que solo puede conseguirse con 2 y 5. De forma analoga, en la cara con 1 y 6 le faltan
los nimeros 8 y 3, mientras que a la cara con 6 y 7 le faltan el 2 y 3. De lo anterior,
tenemos que en el lugar de x va el 2.

Solucion del problema 5.26. Observemos lo siguiente:

= Si el menor elemento es 1, entonces no podemos tomar mas elementos, por lo
que no es candidato.

= Si el menor elemento es 2, podemos escoger como los otros elementos los nime-
ros impares del 3 al 12. Sin embargo, 3 y 9 no pueden estar, yaque 3 < 9y 9es
multiplo de 3. Por lo que 2 no puede ser el elemento menor.

= Si el menor elemento es 3, entonces solo podemos tomar 4, 5, 7,8, 10y 11 como
los otros elementos, pero recordando la regla del problema, no podemos tener
juntos al 4 y 8, asi como tampoco al 5y 10.

Considerando lo anterior, y que el conjunto {4,5,6,7,9,11} si funciona, concluimos
que el elemento mas pequeiio posible para S es 4.
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