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Inducciéon

Emilio Toscano Oneto

1. Principio de Induccién

El principio de induccién matematica es una técnica de demostracion que se basa en probar la vali-
dez de una afirmacion que depende de un niimero entero n a partir de la misma afirmacién que depende
ahora de n— 1. De manera mas formal el enunciado del principio de induccién matematica dice lo siguiente.

Principio de Induccién Matematica: Para una sucesién de afirmaciones P(1),P(2), P(3), .., todas
y cada una de ellas son verdaderas si:

1. La afirmacién P(1) es verdadera.

2. La afirmacién P(k) implica que la afirmacién P(k + 1) es verdadera.

Esto ultimo quiere decir que la veracidad de P(k + 1) se puede asegurar cuando P(k) es verdadera.

Observacion 1.1 El sequndo inciso es de hecho equivalente a demostrar que si P(k+ 1) no es verdadera,
esto implica que P (k) tampoco lo es.

Nota 1.2 Al primer inciso del principio de induccion se le suele llamar caso base de induccion, mien-
tras que el sequndo inciso se le conoce como hipdtesis de induccion o paso inductivo.

Ejemplo 1.3 Un ejemplo cldsico de la induccion es demostrar la formula

n(n+1
Para n entero. El caso base es cuando n =1, y en efecto se verifica que la formula es vdlida para n =1,
= 1(1+1)
= 5
De este modo, supongamos que la formula se satisface para algin k entero, es decir,
k(k+1
1424 .. + k= %

y veamos que la formula se cumplird para k 4+ 1 también. Se observa que al considerar la suma de los
enteros del 1 al k 4+ 1, entonces

1+2+...+k+(k+1):@Hlﬁﬂ):(iﬁrl) <§+1>
_k+D(k+2)  (k+1)((k+1)+1)
2 2 '

De donde el ultimo término coincide con la formula propuesta y asi el principo de induccion asequra que
la formula es valida para cualquier entero n.
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Usualmente se hace la analogia de la légica de induccién como el efecto domino, es decir, cuando tienes
una fila de dominos, si tiras el primer domino, entonces el segundo caera y empujara al tercero y asi suce-
sivamente. El ”asi sucesivamente” es precisamente el hecho de que si algiin domino cae, entonces empujara
al siguiente y también caera lo cual describe precisamente el segundo inciso del principio de induccién. De
aqui la importancia del caso base, pues si nunca se tirda un domino, la secuencia nunca inicia y ningin
domino caera.

Observaciéon 1.4 Aunque la base de induccion del ultimo ejemplo fue n = 1, la mayoria de los casos el
caso base es n = k para algun entero k y entonces cuando se demuestra el paso inductivo, se sigue que
P(n) serd cierto para todo n # k.

Ejemplo 1.5 La suma de los dngulos interiores de un poligono convexo de n lados es (n — 2) x 180°.

Puesto que el primer poligono convexo que existen en el plano es el triangulo, entonces la base de in-
duccion empieza a partir de n = 3, y la formula es valida, pues la suma de los dngulos internos de un
tridngulo es 180° = (3 — 2) x 180°.

Supongamos que la expresion es vdlida para n—dgonos convexos. Consideremos a un (n + 1)—dgono
convexo con vértices Ay, Ao, ..., An, Any1 y trazemos la diagonal que une a Ay y A,, de esta forma, se
parte a la figura en un n—dgono convexo AyAs...A, y en un tridngulo Ay A, A, 1. La suma de los dngulos
internos de A1As.. A, A,y serd la suma de los dngulos internos del n—dgono y la del tridngulo, de los
cuales ya sabemos que son (n —2) - 180° + 180° = (n — 1) - 180°, que es lo que se queria demostrar.

En ciertas situaciones, resulta mas conveniente demostrar un resultado mas fuerte o general para demos-
trar la afirmacién P(n) por el principio de induccién, pues a pesar de que la induccién sea una herramienta
poderosa, a veces suele ser complicado usarlo cuando se limita el espacio de trabajo.

Ejemplo 1.6 Para cualquier entero n > 2 se satisface que

Usando induccion directamente puede resultar complicado al momento de demostrar el paso inductivo. Sin
embargo, nos gustaria trabajar con algo mas del estilo S, < % — a, donde

1 1 1

Sn=gmtgm Tt
Y a, es alguna expresion en términos de n que nos gustaria encontrar. Puesto que queremos usar induccion
en esta nueva expresion, el caso base debe funcionar, y asi cuando n = 2, se observa que S,, = }l < % — ag,
de donde se sigue que as < % Para obtener una mejor idea de como se comportan los a,, cuando se aplica

la induccion sobre S, < 3 — a,,, en el paso inductivo se quiere obtener que
4 )

1

Snt (n+1)2

= Sn+l < Z — Qn+t1-

Ast, al suponer que n cumple lo que queremos, para que lo anterior sea verdadero entonces los a,, deben
) )
por lo menos cumplir que



o equivalentemente,

—— < a, — Gpq1, ara toda n > 2
(n+1)2— +1 p =

En nuestro caso, vemos que a, = % funciona, pues as < % y ademds

11 1o
~ (1)

n n+1 :n(n+1)

De esta forma, con esta induccion se demuestra que S, < % - % para toda n > 2, en particular

1+1+ +1<3 1<
22 32 7 pn2 =4 n

o

Que era lo que se queria demostrar.

Principio de Induccién Fuerte: Nuevamente, las afirmaciones P(1), P(2), ... son todas ciertas si:
1. La afirmacién P(1) es verdadera.

2. Las afirmaciones P(1), ..., P(n) implican que P(n + 1) es verdadera.

Observaciéon 1.7 Logicamente, el principio de induccion y la induccion fuerte son equivalentes, es decir,
una implica la otra, aunque en ocasiones es mds comodo utilizar esta ultima version.

Ejemplo 1.8 Si a es un nimero real de tal manera que a + % es un entero, entonces a™ + % es entero
para n. numero natural.

Claramente el caso base n = 1 es verdadero. Para construir un poco de intuicion, podemos considerar
el caso n =2 y en lugar de considerar directamente a a® + a% podemos tomar al producto

1 1 1 1
(a+—) (a+—):a2+1+1+—2:a2+—2+2
a a a a

El cual por ser producto de enteros, es entero y asi a® -+ a% = (a + %) (a + i) — 2. Continuando, en el caso
n = 3, podemos considerar el producto

o 1 1 3 1 1
a+—Jlat—-|=a+—+a+-
a a a a

de donde nuevamente, se sigue que a> -+ a%, = (a2 + a%) (a + i) — (a + i) A partir de aqui, continuando
con la induccion fuerte si todos los enteros menores o iguales a n satisfacen nuestra afirmacion, entonces

se observa que
1 1 1 1
a a a a

De donde se concluye la prueba del resultado.

Principio de Induccién a la Cauchy: Las afirmaciones P(1),P(2), ... son todas verdaderas si:

1. La afirmacién P(2) es verdadera.



2. La afirmacién P(n) implica que la afirmacién P(n — 1) es verdadera.

3. La afirmacién P(n) implica que la afirmacién P(2n) es verdadera.

Observacién 1.9 En este caso, la version inductiva a la Cauchy implica el principio de induccion, pues
por el primer y sequdo numeral, se sigue que la afirmacion P(1) es verdadera. Del tercer numeral y del se-
gundo, se tiene que si P(n) es cierta, entonces P(2n) es cierta, asi como P(2n—1),..., P(n+2),P(n+1), es
decir, eventualmente P(n) implica que P(n+1) es cierta y en efecto todas las afirmaciones son verdaderas.

Ejemplo 1.10 Desigualdad de la media aritmética y la media geométrica (MA-MG): Sean
X1, X, ..., T, numeros reales no negativos, se cumple que

1+ T2+ ... +x,
n

> Yx1To... Ty

Usando induccion a la Cauchy, se verifica que n = 1 se da la igualdad y se cumple el caso n =2 (la
demostracion de esto queda como tarea moral para el lector). Para el sequndo numeral de induccion a la
Cauchy, consideremos a los niimeros no negativos Ti,...,Tn_1 Y @ § = "/T1..T,_1 Y notemos que si la
desiqualdad se cumple para algin n, entonces

1+ ...+txp1t9
n

> YT T g = /9" g =g
Luego, x1 + ... + x,_1 > ng — g y se sigue que la desigualdad se satisface paran — 1.

Para el tercer numeral, consideremos a los nimeros no neqgativos xy, ..., To, Y puesto que el caso n = 2
se cumple, entonces se observa que

1+ ... + 29, = (131 -+ wg) —+ (.173 -+ I‘4) + ...+ (xgn,l + $2n>
> 212 + 24/T324 + ... + 2/Topn_1T2p

> 2n v\/xle\/xgu...\/xgn_lxgn

= 271(.1'1:172....%2”)i

De donde P(n) implica P(2n), por lo tanto la induccion esta completa y se cumple el resultado para cual-
quier n > 1.

El principio de induccion y sus diferentes versiones, a pesar de ser una herramienta muy 1til, tiene
ciertas sutilezas a las cuales hay que prestar atencion, pues de lo contrario se pueden obtener conclusiones
absurdas.

Ejemplo 1.11 Encuentra el error de las siguientes demostraciones:
(i) Todas las potencias no negativas de 2 son iguales a 1.

En efecto, el caso n = 0 verifica que 2° = 1. Si para k < n se cumple que 2F = 1, entonces

22"_2”-2"_1~1_1
Qn—l_ on—1 - 1 -

2n+1 —



De donde concluimos que 2" =1 para n > 0.

Error: El paso inductivo no se cumple para n = 0, es decir, no podemos concluir que 2' = 1 a partir
de 2° = 1. Para dicho caso se debié demostrar el caso base n = 1 para poder usar induccién fuerte, el cual
sabemos que no es verdadero y por tanto la afirmacion es falsa.

(i) Sea R, la afirmacion: Si se tienen n rectas en el plano, con 2 de ellas no paralelas, entonces hay
un punto en comiun a todas las rectas.

En efecto, Ry se cumple, pues dos rectas no paralelas se cortan en un punto. Supongamos que R, se
cumple y al considerar n+1 rectas, digamos ly,ls, ..., 1, 1,11 Se tiene que las rectas ly, ...,1l,_1,l,, comparten
un punto en comun, digamos P. Por otro lado, las rectas ly,...,l,_1,l,+1 tmabién comparten un punto en
comun, llamémoslo @), pero 1y y ly deben de tener solo un punto en comin, y asi P = @, luego las n + 1
rectas comparten el punto P y R, se cumple para toda n > 2.

Error: El caso base debio incluir al caso n = 3 para el cual R3 es ademas falsa. De hecho el paso
inductivo falla de Ry a Rs, ya que al considerar el punto QQ no se toma en cuenta a ls.



2. Ejercicios

La siguiente lista de ejercicios no siguen un orden de dificultad en particular, por lo que se recomienda
intentarlos todos y la intencion es que la solucion de cada uno sea usando alguna de las versiones del
principio de induccion.
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Ejercicio 2.1 El numero n®> —n es un mailtiplo de 6 para cualquier n natural.

Ejercicio 2.2 Demuestra la formula

12+22+‘“+n2:n(n+1)6(2n+1).

Para n entero positivo.

Ejercicio 2.3 Prueba que para cualquier entero positivo n se satisface la desigualdad
! + ! + ...+ ! <2
21 3v2 7 (n+1ln T

Ejercicio 2.4 Demuestra que 8 divide a 3*® — 1 para cualquier entero positivo n.
Ejercicio 2.5 Dados n+ 1 enteros del conjunto {1, ...,2n} siempre hay uno que divide a otro.

Ejercicio 2.6 Demuestra que la identidad
4+43-4+3-4+ .. +3-4" =4

se satisface para todo entero positivo n.

Ejercicio 2.7 Demuestra que cualquier natural n cumple que
1+2+22 4. 2" =27 1,
Ejercicio 2.8 Demuestra que un tridangulo isosceles con un angulo de 120° puede ser disectado en n > 4
triangulos semejantes a él.
Ejercicio 2.9 Demuestra que 133 divide a 112 + 122" para cualquier n entero positivo.

Ejercicio 2.10 ;Serd cierto que T > n? para n > 2 entero?

Ejercicio 2.11 Se divide el plano en regiones por n rectas. Demuestra que es posible colorear estas regio-
nes de dos colores de tal forma que no haya dos regiones que compartan una frontera que estén pintadas
del mismo color.



Ejercicio 2.12 Demuestra que x* + y*> = 2" tiene una solucién (x,y,z) en enteros positivos para n =
1,23, ...

Ejercicio 2.13 Calcula la suma de la siguiente expresion en términos de n

(R S
1-2 2.3 7 " nn+1)

Ejercicio 2.14 Demuestra que para todo entero positivo n, se satisface
1-U'+ ... +n-nl=Mn+1) -1

Ejercicio 2.15 Sean i, F5, ... los numeros de Fibonacci, definidos por Iy = Fo =1y F, = F,_1+ F,,_»
para n > 3. Demuestra que Fr + F2, | = Fy,11.

Ejercicio 2.16 Sean F}, Fs, ... los nuimeros de Fibonacci definidos por el problema anterior. Demuestra
que Froio =14+ F1 + Fo+ ...+ F,,.

Ejercicio 2.17 Encuentra los valores de a, donde a; = 1 y que paran > 2 se satisface a+as+...+a, = n?.

Ejercicio 2.18 Demuestra que un tablero de 2™ x 2" con una esquina removida puede ser cubierta con
triminos L, es decir, con piezas formadas de 3 cuadritos en forma de L.

Ejercicio 2.19 Sean x1,xs,...,x, con n > 4 reales positivos tales que x1 + xo + ... + x, = 1. Demuestra
que 122 + ToTz + ... + Ty < T

Ejercicio 2.20 Demuestra que todo n natural cumple la desigualdad

1+1 1—|—1 1—|—1 <3—1
13 23 )" n3 n

Ejercicio 2.21 Sea n un entero positivo. Encuentra las raices del polinomio

1 1)... -1
Pn<x):1+%+—x(x2—:_ >+...+$<x+ ) 7E'x+n )

Ejercicio 2.22 Demuestra que 35 divide a 6> — 1 para todo n entero positivo.

Ejercicio 2.23 Sea P un poligono convexo de n > 3 lados. Se trazan diagonales del poligono bajo la con-
dicion de que no hayan 2 diagonales que se intersecten dentro del poligono. Demuestra que siempre existen
2 vértices de P que no son extremos de ninguna de esas diagonales.

Ejercicio 2.24 Sea n un entero positivo. Prueba que el nimero 2*" — 1 tiene al menos n factores primos
distintos.



Ejercicio 2.25 FEncuentra los valores de a, st ay =1 y para cada n > 2 se cumple que

Nn./ap
VL Vg I = 2

Ejercicio 2.26 Encuentra el error de la siguiente demostracion.

Supongamos que para n > 2 se tienen n monedas de las cuales exactamente una de ellas es falsa y es
mas ligera que las demds. Si tenemos una balanza de dos platos para pesar las monedas, afirmamos que
podemos identificar a la moneda falsa en a lo mds 4 pesadas.

Demostracion: En efecto, para n = 2, basta con colocar a las monedas en cada plato de la balanza y
la que queda en el plato que sube serd la moneda falsa y solo se requiere 1 pesada. Supongamos que la
afirmacion es verdadera para k monedas, si tenemos k + 1 monedas con exactamente una de ellas falsa,
entonces retiramos una moneda y de la hipotesis de induccion si de las k monedas restantes se encuentra
la moneda falsa, entonces en a lo mds 4 pesadas podemos identificarla, si no se logra identificar, entonces
es la moneda que retiramos y se concluye el resultado.

Ejercicio 2.27 En referencia al problema anterior. Supongase que se tienen 3" monedas paran > 1 y
demuestra que se puede identificar a la moneda falsa en n pesadas.

Ejercicio 2.28 Los vértices de un poligono convezxo se colorean de al menos 3 colores tal que no haya dos
vértices adyacentes del mismo color. Demuestra que es posible disectar el poligono en tridngulos usando
diagonales que no se intersectan y tal que sus extremos tengan el mismo color.

Ejercicio 2.29 Demuestra que un poligono convexo de n lados tiene un niumero de total de @ diago-
nales.

Ejercicio 2.30 El juego de Nim se juega entre dos personas con las siguientes reglas: Se pone un numero
n de fichas iguales sobre la mesa. Cada jugador en su turno puede tomar 1,2 ¢ 3 fichas. El jugador que
toma la ultima ficha pierde. Demuestre que el primer jugador tiene una estrategia ganadora siempre 1y
cuando n # 4k + 1 algun entero k.
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