Concurrencias y Colinealidades

Juan Carlos Salazar

Introduccion:

Presentamos algunos casos de concurrencias de tres rectas con sus demostraciones
aplicando eventualmente el teorema de Desargues conjuntamente con el teorema de
Menelao y Ceva en sus diversas formas.

Teorema 1: Punto de Clawson

Sea el triangulo UVW formado por los ejes radicales entre el circuncirculo (O) y los
excirculos del tridngulo ABC. Si (0O;), (02), (O3) son los excirculos opuestos a los
vértices A, B, Cy U, V, W son los centros radicales entre los trios de circulos (O, Oy,
03); (O, 04, 03); (O, Oy, Oy) respectivamente. Probar que UA, VB, WC son
concurrentes en un punto P (punto de Clawson del triangulo ABC) [1] (Ver Fig. 1).

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad consideramos que D, E, F son los puntos de corte entre (BC,
VW) ;(AC, UW) ;(AB, UV) y X, Y, Z son los puntos de tangencia de los excirculos
(01), (0y), (0O3) con BC, AC, AB respectivamente (Ver Fig. 2).
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En la recta BC, considerando los puntos: B, X, C y D, tomamos la potencia del punto D
con respecto a los circulos (O) y (O)):

DX*=DC.DB.... (1)

Luego:

DX.DX = (DB - BX). (DC + CX) =DC.DB

DB.DC + DB.CX - DC.BX - BX.CX =DC.DB

DB.CX =BX.DX

o))

2
También a partir de (1): bc = bx
DB DB
2
Por lo tanto: (D—CJ = (C—Xj ..... (2)
DB BX
Anélogamente,
2
Para los circulos O y O;: (E—Aj = (ﬂj ..... 3)
EC cY
2
Para los circulos O y Os: B = Bz 4)
FA AZ



Entonces, sin considerar los signos, combinando (2), (3) y (4):
DC)(EA)(FB)_(CXY (AYY (BZY
DB )J\EC)\F4) \Bx) \cy) \ 4z
Debido a que las cevianas AX, BY y CZ son concurrentes en el punto de Nagel,
CX\(AY ) (BZ
tenemos que:| — |.| — |.| — | =1
BX )\ CY )\ CZ

DC EA FB
Entonces: | — |.| — |.| — | =1
5 Ee ) E)

Por lo tanto, considerando el teorema de Menelao, para los puntos D, E, F respecto al
tridngulo ABC, tenemos que los puntos D, E, F son colineales. Entonces, la recta DEF
es la perspectriz de los tridangulos ABC y UVW (Ver Fig. 3).
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Por el teorema de Desargues aplicado a los tridangulos ABC y UVW, que estdn en
perspectiva , ya que sus pares de lados se cortan en los puntos D, E, F, ubicados sobre la
perspectriz, concluimos que las rectas UA, VB y WC concurren en el punto P (centro de
perspectiva) denominado punto de Clawson del tridngulo ABC. QED

Teorema 2:

Sea el tridngulo ABC y el tridngulo UVW formado por las polares DE, FG, JL de los
vértices A, B, C con respecto a los excirculos opuestos (O;), (O2), (O3), donde (D, E);
(F, G) ; (J, L) son los puntos de tangencia de los excirculos (Oy), (O,), (O3) con las
rectas (AB, AC); (BC, AB) ; (BC, AC) y ademas U, V, W son los puntos de corte
correspondientes entre (FG, JL); (DE, JL); (DE, FG) respectivamente. Probar que UA,
VB, WC son concurrentes en el ortocentro H del triangulo ABC [1] (Ver Fig. 4).



Demostracion:

Para probar que UA, VB y WC son concurrentes, uno de los caminos a seguir es probar
que los triangulos UVW y ABC estan en perspectiva, siguiendo un procedimiento
similar al empleado en el teorema anterior, lo cual se cumple y dejaremos como
ejercicio para el estudiante el lograrlo, considerando que se cumple: AD = AE = BF =

BG=CI=CJ=s,donde BC=a, CA=b,AB=cy s :(%Mj, pero quedaria
pendiente el probar que el centro de perspectiva asi logrado es el ortocentro del

triangulo ABC.

Aunque es conocida una demostracion completa utilizando el teorema de Steiner, para
la concurrencia de tres perpendiculares a los lados de un triangulo [3], les presentamos
un camino algo distinto, con tal propdsito consideraremos la configuracion que se logra
entre el tridngulo ABC y sus circulos exinscritos con sus tangentes externas e internas
respectivas (ver Fig. 5), donde demostraremos la concurrencia de UA, VB y WC en el
ortocentro H al lograr probar que UA, VB y WC son ortogonales a BC, AC y AB
respectivamente.



Tenemos que las polares (lados) que conforman el tridngulo UVW son paralelas a los
lados del triangulo excentral 0;0,03, es decir UV//0,0,, VW//0,0; y WU//O,03,
debido a que dichos pares son respectivamente perpendiculares a COs;, AO; y BO;
respectivamente. Ademas al prolongar los lados del tridngulo ABC y considerar las
intersecciones con las tangentes externas a los excirculos LiE;, D2Gy y J5Cs, se
conforman los triangulos congruentes ABC, A;BC;, A,B,C y AB3C3;, donde también los
pares de rectas (YF, F3G), (JZ, JsL) concurren en los puntos K y M respectivamente
sobre la recta 0,03, por simetria, ya que ésta ultima recta es bisectriz del angulo
formado por las rectas BC y J3F3;. Ademas las rectas JZ y UW son ortogonales ya que
ambas son perpendiculares a O;03 y BO; respectivamente, cortandose en el punto M
sobre la recta 0,03, también por el teorema de Pappus aplicado al hexagono O3JMF
0,B (que no esta completamente dibujado) comprobamos que los tres puntos O, M y
O3 son colineales, de manera similar podemos concluir que el punto M es el punto de
concurrencia de las rectas JsL, F3Y y 0,03, e igualmente concluimos que el punto K es
el punto de concurrencia entre las rectas 0,03, J3Z y UV. Una aplicacién similar del
teorema de Pappus se puede ver en el excelente trabajo de Jean-Louis Ayme, sobre la
demostracion del teorema de Sawayama-Thébault [2, P4g.228].

(£B+£C)

También como: XO0,4AB = XO;AB, = XVUW = , donde: £4,4B,£C son

los éangulos del triangulo ABC, podemos afirmar que el cuadrilaitero LAMU es
inscriptible ya que: X£O,A4B, = £O,AL = AVUW = £LUM . Ademas se cumple que:

KXLUA = XAML = XOMJ, = £O,MJ = XKMJ = £JFK = £JCO; = % De tal manera



que UV es ortogonal a OsC y FK, (O;C//FK), y como £AUJ = LAUL = XALM = %C,

entonces: UA es ortogonal a BC, cuya prolongacidn pasara necesariamente por el punto
P (ortocentro del triangulo UJF).

De una forma similar podemos probar que VB y WC son ortogonales a AC y AB
respectivamente, por lo tanto UA, VB y WC concurren en el ortocentro H del tridngulo
ABC. QED.

Teorema 3:

Sea el triangulo ABC con circuncirculo (O) y el triangulo XYZ formado por las polares
DE, FG y MN de los vértices A, B y C con respecto a los circulos (O;), (02), (O3)
tangentes exteriormente al circuncirculo (O) de tal forma que (D, E); (F, G); (M, N) son
los puntos de tangencia entre (Oy), (O2), (O3) con las rectas (AB, AC); (BC, BA); (CA,
CB) respectivamente. Donde X, Y y Z son los puntos de corte entre (FG, MN); (DE,
MN) y (DE, FG). Probar que XA, YB, ZC son concurrentes en un punto P (Ver Fig. 6).

Demostracion:

Probaremos que XA, YB y ZC son concurrentes, logrando probar la colinealidad entre
los puntos de corte de sus pares de lados, en este caso consideramos sin pérdida de
generalidad que los pares de rectas (AB, XY); (BC, YZ); (AC, XZ) se cortan en los
puntos R, Q, S respectivamente (Ver Fig. 7).



Aplicamos el teorema de Menelao reiteradamente tomando como referencia al tridngulo
ABC y las siguientes transversales:

Para la transversal QDE: OB ( DA j(ECJ =1, donde: DA = EA,
OC )\ DB )\ EA

(9B _(DB
luego.[QCj. (ECJ ...... (1)

Para la transversal RMN: (Ej = (KAJ ...... 2)
RB NB
Para la transversal SGF: (ﬁj = (Ej ...... 3)
SA GA

Combinando (1), (2), (3):
) () 2) e
oc J\rc)\sa) \ECc)\NB)\Ga) ™

Pero, también es conocido que AJ, BK y CL son concurrentes, debido a que:
AL.BJ.CK=AK.BL.CJ....... (5)

Esta relacion es una simple consecuencia de la version trigonométrica del teorema de
Ceva aplicado en el circuncirculo [4, P4g.98-99].

Adicionalmente como: DB = (%}/R(R +R) y EC= (%}/R(R +R))

Donde R y R; son los radios de los circulos (O) y (O;) respectivamente [5].



DB BJ MA AL FG CK
Luego: | — |=| — |. Igualmente se cumple: | — |=| — |y | — |=| —
EC cJ NB BL G4 AK
Asi resulta que: DB ) MA , G _(B/ . AL . &Ky (6)
EC)\ NB )\ G4 CJ )\ BL )\ AK

Reemplazando (5) en (6): (gg](%ﬁj(f}jj =1

Ahora reemplazamos este tltimo resultado en (4): [@j(ﬁ](gj =1

QC )\ RB) \ S4
Por lo tanto, hemos logrado probar que Q, S, R son colineales al verificar que se
cumple la relacion que resulta de aplicar el Teorema de Menelao, con respecto al
triangulo ABC, para la transversal QSR.
En otras palabras los pares de lados de los tridngulos ABC y XYZ tienen una
perspectriz (eje de perspectiva) QSR y como consecuencia de ello las rectas XA, YB y
ZC son concurrentes en un punto (centro de perspectiva) P. QED.

Teorema 4:

Sea el tridangulo ABC con circuncirculo (O) y los circulos (Oy), (0,), (O3) tangentes
internamente a (O) en los puntos X, Y, Z y los pares de lados (AB, AC); (AB, BC);
(AC, BC) respectivamente. El tridngulo UVW formado por las tangentes al
circuncirculo (O) en los puntos X, Y, Z, donde U, V, Z son los puntos de corte entre los
pares de tangentes a los puntos (Y, Z); (X, Z); (X, Y) respectivamente. Probar que UA,
VB, WC son concurrentes en un punto P (Ver Fig. 8).
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Demostracion:

Considerando que los pares de rectas (CA, UW); (AB, UV); (BC, VW) se cortan en los
puntos J, K, L respectivamente (Ver Fig. 9), en referencia al tridngulo ABC, aplicamos
el teorema de la tangente, luego tenemos, para las tangentes:

JY: JY?=JAIC......(1)

LX: LX*=LB.LC.... (2)

KZ:KZ*=KBKA ....(3)

Ademas como los triangulos JAY y JCY son semejantes también:

2
14 = JY Reemplazando en (1) de donde: 4 = JY , luego:
Yc JC JC JC

)-(52)
JC Yc

De manera similar obtendremos que:
KB (ZBY

(_H_j - (S)

KC zC

LC) (xcY

— == ....(6)

LB XB

A partir de (4), (5) y (6): (%M%M%} _ (%j @_’g] [%)



Debido a que AX, BY, CZ son concurrentes [4, P4g.98-99], conocemos que:

(YA)(ZB) (ch_l

yc )\ zc )\ XB

Por lo tanto: ﬁ . ﬁ . E =1
JC)\KkC )\ LB

Es decir que los puntos J, K, L son colineales y por lo tanto XA, YB y CZ son
concurrentes en el punto P.  QED.

Comentarios:

Hemos logrado encontrar para algunos de los casos aqui tratados una interrelacion entre
los teoremas de Menelao, Ceva y Descartes. Pretendemos que este sea un comienzo
para seguir explorando las bondades de combinar nuestros conocimientos sobre estos
tres teoremas, para el logro de nuestro propdsito: probar la concurrencia de tres rectas.
No descartamos la posibilidad de que algunos de los procedimientos en los casos aqui
vistos se puedan acometer utilizando otro tipo de relaciones procedentes de la
semejanza de triangulos u otras propiedades geométricas de una manera mas facil.
Simplemente presentamos en este trabajo ‘“nuestra vision” sobre este tipo de
concurrencias y esperamos que ustedes estimados lectores logren encontrar “nuevos
caminos” de solucion y asi nos sentiremos mas que satisfechos de haber contribuido al
enriquecimiento de su formacion geométrica.
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